Objektni pristup modeliranju

osStec¢enja i viskoznih deformacija
linijskog nosaca

Predmet ove teze je objektni pristup modeliranju ostecenja i viskoznih deformacija lini-
jskih nosaca. Teza se sastoji iz osam delova i pri tome je pretposlednji deo posveéen numerickim
Primerima.

U wvodnom delu prikazan je razvoj nacina analize © proracuna konstrukcija kojgi prati
razvoj raspoloZivih sredstava za proracun. Objektni pristup modeliranju kao najsavremeniji
pristup, je posledica razvoja tehnike analize i programiranja u celini.

U drugom delu je prikazano modeliranje grednog elementa. Materijalne nelinearnosti koje
se mogu razviti tokom analize realnog problema, dovode do promena kakteristika poprecnog
preseka. Osim promene krutosti, dolazi do promene poloZaja teZista idealizovanog poprecnog
preseka 1 centra smicanja. Uobicajeni postupci analize grednog elementa, koriste pretpostavke
koje pojednostavijuju analizu. To se pre svega odnosi na izjednacavanje ose Stapa sa tezZisnom
osom 1 osom centara smicanja poprecnog preseka. U ovom poglaviju su najpre uspostavljene veze
wzmedju statickih i deformacijskih karaktersitka poprecnog preseka pri odstupanju referente ose
od tezista i centa smicanja. Za homogeni poprecni preseksu izvedeni analiticki oblici te veze.
Takva veza je primenjena pri modeliranju grednih elemenata. Izvedene su matrice krutosti
primenom metode defomacije 1 metode fleksibilnosti za sloZene veze sila i deformacija preseka.
Navedeni izrazi se mogu primeniti i bez primene objektnog pristupa u modeliranju, ali je zbog
njihove sloZenosti to veoma zametno. Oni cine ‘pripremu’ za modeliranje objekta grede koji ce
biti u stanju da odgovori zahtevima sistema i iskoristi informacije koje mu obezbedjuje objekat
poprecnog preseka.

U trecem delu, prikazan je objektno orijentisani pristup analizi i reSavanju proplema kao
osnova na koju se mora osloniti svaki element koji ée se uklopiti u taj sistem. U tom delu je
analiziran tok linearne i nelinearne analize i utvrdjen skup poruka koje sistem upucuje grednim
elementima u toku resavanja problema.

U cetvrtom, delu je analiziran postupak formiranja objekta grednog elementa. Taj obje-
kat mora biti osposobljen za komunikaciju sa sistemom sa jedne strane i poprecnim presekom
kao svojom komponentom sa druge strane. Koriscenjem izraza izvedenth u drugom poglaviju,
modelirane su dve klase grednih elemenata. Jedna koriséenjem izraza metode deformacija @
druga, koriséenjem izraza metode sila. U toku melinearnog postupka proracuna, obe klase, u
odnosu na sistem iskazuju identicno ponaSanje. Njihovo ~ unutrasnje ’ ponasanje ( nacin na
koji one obezbedjuju odgovor sistemu ) se znacajno razlikuje. U okviru ovog poglavlja, utvrdjen
je potreban skup podataka koji mora da sadrzi svaka od ouvih klasa, kao i algoritmi osnovnih
funkcija.

Modelirange i formiranje sloZenih veza izmedju sila i deformacija je povereno objektu
poprecnog preseka. To modeliranje je analizirano u petom poglavlju. Zahteve koje mora da



obezbedi objekat poprecnog preseka su odredjent pri analizi grednog elementa. U ovom poglaviju
su razviene klase poprecnog preseka koje omoguéavaju linearnu i nelinearnu analizu.

U sestom poglavlju je dat osvrt na modeliranje materijala. Analizirana su ogranicenja koju
namecu pretpostavke usvojene u analizi grednog nosaca. U okviru tih ogranicenja, modifikovani
su objektni modeli odredjenih materijala koji su razvijeni i primenjeni u drugim programima.
Za potrebe ovog rada i analize viskoznih efekata, formiran je model jednoaksijalnog linearno
elasticnog viskoznog materijala.
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Glava 1
Uvod

U ovom delu je prikazan razvoj metoda analiza konstrukcija. Kroz istoriju su nove mogu-
¢nosti racunske tehnike dovodile do novih metoda i upotrebe postupaka koji bez tih sredstava
nisu bili upotrebljivi. Uprkos davno postavijenim terorijskim osnovama teorije elasticnositi 1
strukturne analize, tek pojavom racunskih sretstava, razvijaju se i razradjuju metode u kojima
S€ pPrimenenjuju.

Razvoj metoda anlize problema i postupaka koji se primenjuju pri dizajniranju racunarskih
programa je u 0snovi razvoj novog alata u definisanju postupka proracuna. Metode i postupci
koji su postali prihvatljivi primenom objekto orientisanog pristupa u analizi otvorile su put
povecanom stepenu apstrakcije u modeliranju uz istovremenu mogucnost da taj postupak bude 1
primenjen.

Prednosti objektnog pristupa modeliranju su prisutne © kod jednostavnih modela u lin-
earnoj analizi, ali dolaze do punog izraZaja tek kod sloZenih modela nelinearne analize. U
pocetku primene, pocetkom poslednje decenije dvadesetog veka, objektno modeliranje u struk-
turnoj analizi je koristiséeno za poboljsavanje citljivosti koda i jednostavnigi © "cistiji” razvoj
programa. Tek primenom sloZenih algoritama nelinearnih proracuna, prednosti ovakvog pris-
tupa modeliranju objekta materijala, konacnih elemenata v samog algoritma dolaze do punog
izrazaja.
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1.1 Razvoj metoda analize konstrukcija

Jedan od nacin da se prikaZe istorijski razvoj proracuna konstrukcija je da se prikaZe
istorija sprava koje su koriscene pri proracunima. [17]

Problemi vezani za u analizu konstrukcija, nuzno su dovodili do prilagodjavanja metoda
analize sa raspolozivim sredstvima za racunjanje.

Uprkos ¢injenici da su osnove teorije elasti¢nosti i osnove analize konstrukeija ustanovljene
jos u devetnestom veku, njihova primena u proracunu gradjevinskih konstrukcija je dugo bila
ograni¢ena nedostatkom adekvatne rac¢unarske tehnike.

Graficke metode u analizi konstrukcija su u pocetku bile efikasno sredstvo proracuna.
Postupci analize konstrukcija su prilagodjeni analognim racunarima koji su bili raspolozivi u to
doba ( cirkle i logaritmar ( tj. siber )). Konstrukcije Mhor-ovih krugova, veriznog poligona ili
Kremonin postupak, su primeri algoritama kojim se analiza napona, deformacija i geometrijskih
karakteristika ili odredjivanje sila u stapovima resetke mogla na taj nac¢in efikasno sprovesti.

Osnove metode sila i metode deformacija linijskih sistema su bile poznate pocetkom dvade-
setog veka ali su se uprkos svojoj univerzalnosti suocavale sa problemom resavanja, za to doba,
velikih sistema jednacina. Otuda su se te metode primenjivale samo ako se problem mogao
uproSc¢avanjem svesti na jednostavan sistem jednacina. Takav je na primer postupak koji je
predlozio Mhor za tri puta staticki neodredjeni resetkasti luk [21] ili postupak elasticnog tezista.

Umesto resavanja sistema jednacina, koriéeni su iterativni postupci ( metoda sukcesivnih
aproksimacija kao $to je u metodi deformacija, Kros-ov ( Hary Cross ) postupak. Na taj nacin
je metoda deformacija postala opste prihéenja, pa se pomocu logaritmara ( Sibera ) mogao
efikasno resiti i viSestruko staticki neodredjen nosacu u nekoliko iteracija.

Sredinom dvadesetog veka, pojavom mehanickih ra¢unskih masina koje su imale mogucénist
da rade sa ve¢im projem cifara, pocinju ozbiljno da se razradjuju metode kod kojih se problem
svodi na sistem jednacina. Obim potrebnih operacija pri resavanju sistema jednacina, ¢inio je
postupak dugotrajnim.

Pojava elektronskih kalkulatora dovodi do razvoja i sve Sire prakti¢ne primene metoda koje
su bez njih bile tesko primenjive. U tom periodu se razvijaju diferencne metode za resavanje
problema savijanja ploca ( premda su diferencne jednacine ovog problema uspostavljene Kirhof-
ovom teorijom sredinom prethodnog veka).

Razvoj racunara otvara moguénost da se postupak prora¢nua formalizuje u obliku algo-
ritma. ReSavanje sistema linearnih jednacina, postaje tada jednostavan problem. Jedanput
sastavljen program, mogao se jednostavno koristiti neograni¢en broj puta. U literaturi se
afirmisu metoda sila i posebno metoda deformacija. Sredinom dvadesetog veka se razvijaju
racunarski programi za numericku analizu bez kojih bi diferencna metoda i metoda konac¢nih
elemenata bile skoro besmislene.

Sredinom osamdesetih godina XX veka u stru¢noj literaturi se javlja ¢itav niz radova
o novim kona¢nim elemenatima. Tehnoloski napredak dovodi do primene metode konacnih
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elemenata u masinstvu, avioindustriji, svemirskoj tehnologiji i medicini. Konaé¢ni elementi
koji se razvijaju, prilagodjeni su specificnim potrebama ovih grana. Programi sadrze citave
biblioteke razli¢itih konac¢nih elemenata. U najveéem delu gradjevinarstva, osnovni model
za analizu, primenu kodova i dimenzionisanje ostaje linijski nosa¢. Tehnologija izvodjenja
konstrukcija, oblici pojedninih konstrukcija i relativna jednostavnost analize statickih uticaja,
dovode do Siroke primene linijskih nosaca.

U praksi se proracuni po pravilu sprovode nekim od gotovih programa koji se zasnivaju
na metodi konac¢nih elemenata.

1.2 Razvoj metoda programiranja racunara

Razvoj racunara u sustini predstavlja usavrsavanje jedne vrste masina. Osnovu razvoja
metoda programiranja ¢ini stvaranje alata kojim se te masine podesavaju, da bi se na najbolji
nacin iskoristile moguénosti masina.

Racunari medjutim nisu uobic¢ajene masine ve¢ pre sredstvo za ubrzanje covekovog ra-
zmisljanja (u [7] citiran je izaraz "bicycles for the mind”) i istovremeno drugaciji medijum za
izrazavanje nacina razmisljanja. Otuda i programski jezik ima malo zajednickog sa alatom veé
viSe podseca na sretsvo koje sluzi da se nacin razmisljanja jednoznac¢no irazi, prilagodi masini
i formalizuje.

1.2.1 Klasi¢ni - proceduralni pristup

Svi programski jezici nameéu odredjeni stepen uopstavanja (apstrakcije). Najjednostavniji
primer je skup masinskih instrukcija u dzepnom kalkuratoru koji se pokrece kad se izvrsi op-
eracija (sabiranje ili sl.). U ovom slu¢aju uopstavanje se svodi na ¢injenicu da su argumenti
operacije ( brojevi koje smo ukucali ) mogli imati proizvoljnu vrednost, i bez tog uopstavanja
program ne bi imao smisla.

Stepen apstrakcije (ili uopstavanja) je neposredno vezan sa slozenos¢u problema koji se
reSava. Pisanje programa u asembleru ili masinskom jeziku podrazumeva mali stepen apstrak-
cije ( uopstavanja ) i u mnogome podseca na podesavanje konkretne masine. Takvi programi,
pisani za jednu vrstu racunara, se ne mogu direktno primeniti na drugu vrstu racunara. Za
programiranje u asembleru ili masinskom jeziku, karakteristicno je da se problem prilagodjava
magini.

Razvojem rac¢unara i razvojem programskih jezika, postaje moguce prilagodjavati rad
racunara potrebama inzenjera. Istovremeno, metode koje se koriste u inzenjerskoj praksi se
prilagodjavaju novim mogucénostima racunskih masina.

Programski jezici koji se nazivaju visim ( Basic, Fortran ili C), su u sustini prestavljali
apstrakciju asemblera. U njima je umesto memoriskih lokacija u asembleru bilo mogucée koristi
promenjive, nizove promenjivih, odnosno ¢ak definisati i koristiti svoje strukture podataka. Ovi
programski jezici omogucavaju da se znatno slozeniji problemi resavaju sa manje truda, ali je
u sustini, ostala nuznost da se najveci trud posveti izradi algoritma - postupka kojim se nacin
rada ( niz instrukcija ) jednoznacno odredjuje.

Doprinos ovog tipa jezika i njihova primena u analizi konsrukcija je nemerljiva. SAP IV
je klasi¢an pimer programa ove generacije. Korisnici ovog programa / misli se na struc¢njake
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kojima je kod programa bio dostupan i koji su na njemu za svoje potrebe vrsili intervencije/
dobro se sec¢aju takozvane dinamicke alokacije memorije. U to vreme, stepen razvoja alata
kojim je pisan ( fortran compiler-a ) je zahtevao da se veli¢ina prostora za promenljive odredi
u trenutku pisanja programa. Drugi problem je bila raspoloziva memorija koja je bila veoma
ogranicna. Kako su u zavisnosti od problema bile potrebne razlicite kolicine memorije za
razlicite podatke, to se na pocetku programa, memorija za nizove alocirala u jednom nizu,
koji je sadrzao ostale nizove ( A[10000] ). Lokacije nizova podataka u tom velikom nizu su
se proseldjivale u okviru jednog common bloka koji je sadrzao samo adrese pocetaka nizova
(A[N1], A[N2] ,...). Rutinama koje su bile pripremljene da kao argument dobiju niz podataka,
kao argument u pozivu je prosledjivana ta lokacija u nizu. U tom smislu se ovakva tehnika
moze smatrati tipi¢nim primerom prilagodjavanja problema racunaru.

Ovi se programi ne mogu lako izmeniti, dopuniti ili prilagoditi novom, dodatnom problemu
Sto predstalja njihovu osnovnu manu. PokusSaj da se izvrsi neka intervencija na jednom delu
programa, zahteva dodatni trud i analizu da se ne bi javio sporedni efekat i poremetio postoje¢u
funkciju nekog drugog dela programa.

Strukturno programiranje

Razvitak tehnike programiranja dovodi do usvajanja niza pravila i principa koji se pri
razvoju programa moraju postovati. razvoju programa. UocCava se potreba da se grupa po-
dataka organizuje u novi tip - strukturu. Pracenje i razumevanje samog programa, na taj nacin
postaje lakse. U strukturu su se moglu grupisati podaci ( promenljive ), koji opisuju neke
logicke celine ( ¢vor, stap, ... ). Prosledjivanje adrese strukture, postaje jednostavan nacin za
prenos velikog broja informacija, organizovanih u celinu.

Uprkos prednostima koje je strukturno programiranje donelo, ostaje ¢injenica da se u
analizi i razvoju ovakvih programa najveca paznja poklanjala razvoju novih algoritama i nji-
hovom uskladjivanju sa postoje¢im algoritmima. U osnovi, pisanje i modifikacija programa
su unapredjeni ali potreba da se vodi rac¢una o potencijalnim sporednim efektima umanjuje
sustinski znacaj i doprinos ove tehnike programiranja. Pod sporednim efektima se misli na
moguénost da neki deo programa ( rutina ) izmeni neki podatak koji je bio prosledjen kao
argument toj rutini a da pri tom, to ostane na posredan nacin skriveno. Otuda ovakav pristup,
sem poznavanja struktura, zahteva poznavanje i procedura koje modifikuju podatke. Analiza
koda je , barem u fizickom smislju, pojednostavljena, ali kvalitativni skok u izradi modela
analize 1 obrade podataka putem racunara uvodi objektno orijentisani pristup.

1.2.2 Objektno orjentisani pristup

Programi razvojem dobijaju sve veé¢e mogucénosti i time postaju sve slozeniji. Pre ili kas-
nije, programi postaju suvise obimni za odrzavanje i unapredjivanje. Slozenost i obim programa
zahteva angazovanje veceg broja autora i saradnika. Vreme koje je potrebno pojedincu (autoru
ili saradniku) da upozna strukturu programa kao celine postaje znacajan faktor, te dalji razvo]
postaje suvise skup. Ilustracije radi, broj fajlova u projektu OpenSees je vec¢i od 2700.

Grupisanje podataka u strukture je olaksalo modeliranje problema i analizu postojeé¢ih
programa. Istovremeno je uocena ¢injenica da je organizacija podataka bitna za odredjeni deo
programa i da korisnicima tih delova programa, ( onim koji koriste rutine koje je drugi pisao)
nije bitna sama organizacija podataka unutar tih rutina, ve¢ pre svega njihova funkcionalnost.
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Jednom re¢ju od interesa je skup podataka koji je potreban kao ulaz i rezultat tih funkcija,
odnosno izlaz.

Ukoliko bi svaki korisnik bio u stanju da direktno uti¢e na stanja podataka u tim ruti-
nama, on bi morao dobro da poznaje ne samo Sta te rutine rade, ve¢ i da pronikne u ideje
autora rutina. Morao bi da pregleda i reviduje rutine, pronikne u razne optimizacije u okviru
koda i reprodukuje nac¢in razmisljanja autora tih rutina. U protivhom, lako se moze desiti da
intervencijom na podacima ( njihovoj organizaciji ili tipovima ) pokvari deo koda koji se
uveliko koristi u ostatku programa.

Podaci uredjeni na odredjeni na¢in, imaju smisla, samo za odgovaraju¢u grupu rutina.
Otuda se javlja potreba da se uz podatke koji opisuju stanja, grupisu i rutine koje ih menjaju.
Na taj nacin su formirane klase i objekti kao pojedini primerci clanova klasa.

Na primeru modeliranja mehanickih osobina materijala mogu se ilustrovati prednosti
ovakvog pristupa. Model materijala, u programima koji se bave strukturnom analizom, ¢e
biti deo programa u kome je smesSteno sve sto je vezano za opisivanje ponaSanja materijala.
U najjednostavnijem slucaju to ¢e biti promenljive ( modul elati¢nosti, Poason-ov koeficijent,
koficijent termicke dilatacije, zapremiska masa i sl. ) , ali u opstijem slucaju tu ¢ée se nadi i
rutine koje omoguéavaju promene ovih vrednosti ( usled nivoa optereéenja, osteéenja, promene
temperature, starosti, vlaznosti i sl.). Pri analizi, od modela materijala se o¢ekuju informacije
o navedenim parametrima, dok je na samom materijalu da u slucaju nelinearne analize, menja
karakteristike. Funkcije koje uti¢u na promenu parametara, se mogu grupisati uz parametre i
na taj nacin formiraju klasu materijala.

Kako u modelu konstrukcije ima vise tacaka u kojima ¢e biti razlic¢ite karakteristike ma-
terijala, to ¢e se pojaviti potreba za formiranjem vise clanova ove klase.

U pristupu sa manjim stepenom apstrakcije pogodno je, umesto kalase materijala, cuvati
promenljive koje sadrze njihove karakteristike, ali se na taj nac¢in, umanjuje mogucénosti razvoja
programa. U tom slucaju bi svako uvodjenje neke intervencije na ovim promenljivama, rizikovlao
da poremeti logiku u nekom drugom delu programa.

Karakteristike objekta [11] su:

e Stanje - Stanje objekta je jednozna¢no odredjeno vrednostima njegovih promenljivih.
Promenljive, koje karakterisu stanje objekta, se mogu menjati tokom vremena ali ne
spontano ( ve¢ samo kao rezultat operacija koje sistem (program) primenjuje na ovom
objektu).

e Operacije - Objekat moze menjati svoje stanje i uticati na ostatak programa preko op-
eracija ( koje se nazivaju funkcije ili metodi).

e Identitet - Pored stanja i operacija, objekat karakteriSe i njegov identitet. Mozemo imati
dva objekta koji u pocetku imaju ista stanja i iste operacije ( na primer dva primerka
objekta kalase materijala u pocetnom trenutku mogu imate mehanicke karakteristike i
isti set) ali se kao posledica razlicitih uticaja kasnije njihova stanja pocinju razlikovati. S
obzirom da posmatrana dva objekta imaju razlicita stanja, da bi to bilo moguée, to od
pocetka moraju biti tretirani kao odvojeni objekti.

Objekti istog tipa se nazivaju klasom objekata. Oni imaju ista moguca stanja i operacije.
( Materijal je klasa objekata, a pojedini konkretni objekti ( konkretan materijal u tacki A ) se
nazivaju primerci klase.




1.2.  RAZVOJ METODA PROGRAMIRANJA RACUNARA GLAVA 1. UVOD

Objekti (organizovani podaci i rutine koje ih modifikuju) se koriste slanjem poruka (inici-
ranjem javnih funkcija). Na taj nacin analiza toka resavanja problema postaje analiza poruka
koje objekti salju jedni drugima. Takva analiza postaje jednostavna, jer se unutrasnje ponasanje
objekta ' zatvara ’ ( inkapsulira ). To znaci da je korisniku bitan odgovor objekta na odred-
jeni zahtev a ne sam postupak ( algoritam ) koji je taj objekat primenio da odgovori na taj
zahtev. Najjednostavniji primer za objekat materijala bio bi zahtev za definisanjem matrice
veza izmedju napona i deformacija. U najopstijem sluc¢aju to bi bila matrica koja bi odgovar-
ala trenutnom stanju i istoriji napona i odredjenom inkrementu napona. U slucaju linearno
elasticnog materijala, ta matrica ¢e biti konstantna, ali u nekim drugim slu¢ajevima, ona ¢e
zavisiti od niza parametra ( istorije napona, deformacija, temperature, vlaznosti, pravca pri-
rasta napona i sl. ... ). Korisniku klase materijala je bitna matrica veza, a ne sam nacin na
koji se do nje doslo. Otuda je tok analize takav, da se objektu salje zahtev za matricom veza, i
kao odgovor dobija trazena matrica veza. Time je omogucéeno da se klasa materijala nezavisno
razvija od klasa koje koriste materijale, sve dok je isti oblik poruka koje se iniciraju izmedju
spoljasnjeg programa i same klase. Na taj nacin je moguée zatvoriti ( inkapsulirati ), probleme
vezane za ponasanje materijala u ovu klasu i nezavisno od nje razvijati druge delove programa.

Objektni pristup omogucava lako generisanje novih klasa izvodjenjem iz postojecih. Izve-
dena klasa, nasledjuje sve osobine klase na osnovu koje je izvedena uz mogucnost da joj se
dodaju nove funkcije i stanja. Izvedena klasa se moze posmatrati kao specijalna vrsta objekta
klase iz koje je izvedena. To omogucava da se u postoje¢em kodu, umesto klase koja ve¢ pos-
toji, ugradi nova klasa, koja je izvedena iz klase koja ve¢ postoji. Ukoliko se u izvedenoj klasi
ne definisu nove funkcije, primenjivaée se funkcije klase iz koje je izvedena ( bazne klase ).
Ukoliko se pak, u izvedenoj klasi, preklopi neka funkcija ( napise funkcija sa istim nazivom i
argumentima ) primenjivace se funkcija iz izvedene klase. Ova tehnika je omogudéila brz razvoj
novih klasa na osnovu funkcionalnosti postojecih klasa.

Relacije izmedju klasa se prikazuju dijagramima u kojima su klase presdtavljene pravo-
ugaonicima u kojima je naziv klase. U slucaju da klasa pri svom fukncionisanju komunicira sa
(koristi funkcije) nekom drugom klasom, koristi se izraz i zna za nju, pravougaonici se povezuju
linijom. Na taj nacin se lako uocava koja sve klasa moze biti pozvana pri izvrSenju programa.

Sledec¢i oblik veze je kada klasa sadrzi clan koji je primerak neke druge klase. Na primer,
klasa koja bi opisivala gredni nosac¢, u sebi bi sadrzala poprecne preseke. Javlja se potreba
da se svaki poprevni presek grede u nelinearnoj analizi iskaze drugacije ponasanje. Nelinearno
ponasanja materijala moze da se iskaze kroz promenjene vrednosti krutosti preseka.

Na slici 1.1 je graficki prikazana ta relacija.

Slozeniji oblik relacije je nasledjivanje klasa. Ta relacija omogucava formiranje novih
klasa koje su specificni oblici ve¢ postojec¢ih klasa. Moze se objasniti na primeru klase koja
bi opisivala poprecni presek u gredi. Za samu gredu, poprec¢ni presek ima funkcije kojoma
vraca informacije o silama, deformacijama i vezama generalisanih sila i deformacija u preseku
( informacije o krutosti i zaostaloj deformaciji). Pri tome oblik popreénog preseka obezbedjuje
informaciju o geometrijskim karakteristikama ( povrsini, polozaju tezista, momentima inercije
). U najopstijem slucaju, klasa koja ¢uva geometriju konkretnog poprecnog preseka, bi trebala
da sadrzi sve potrebne geometrijske karakteristike. U velikom broju sluc¢ajeva, poprecni presek
je specificnog oblika ( pravougaoni, kruzni i sl. ) i tada je dovoljno imati informaciju o Sirini i
visini u slucéaju pravougaonog ili pre¢niku u slu¢aju kruznog. Otuda se pravougaoni poprecni
presek ili kruzni popreéni presek mogu smatrati specijalnim slucajevima poprec¢nog preseka.
Prema tome, poprecni presek je bazna (osnovna ili super klasa) dok su pravougaoni poprecni
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KlasaSadrzi

KlasaElement 1 KlasaElement 2| ®*°** KlasaElement n

Slika 1.1: Dijagram koji prikazuje relaciju sadrzi se

presek ili kruzni poprecni presek izvedene klase ( ili subklase ). Na slici 1.2 je prikazana ta
relacija graficki.

SuperKlasa

SubKlasa 1 SubKlasa 2 oo o SubKlasa n

Slika 1.2: Dijagram koji prikazuje relaciju nasledjivanja

Kombinacijom dijagrama 1.2 1 1.1 moze se prikazati slozena struktura veza izmedju klasa.
Razvojem objektnog modula i povetavanjem broja klasa, takav nacin prikazivanja postaje
nepregledan, pa se niz klasa prikazuje u obliku tabulirane liste. U toj listi, klase se ispisuju
jedna ispod druge, dok se izvedene klase (subklase) ispisuju tabulirano u odnosu na klasu iz
koje su izvedene. Na taj nacin se moze prikazati veliki broj klasa, ali izostaju relacije zna za i
sadrzi.

SuperKlasal
subklasaA, SuperKlasel
subklasaB, SuperKlasel
subklasaC, SuperKlasel
SuperKlasa2
subklasaD, SuperKlase2
subklasaE, SuperKlase2
subklasaF, SuperKlase2

Objektni pristup analizi problema, znatno je olaksao izradu programa. Obim vremena koji
je potreban za izradu programa je znatno smanjen. Stvorena je moguénost koriScenja objekata
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koji su kreirani od strane razli¢itih autora i na taj nacin, u posrednom smislu, omogucen je
zajednicki rad stru¢njaka koji se medjusobno ni ne poznaju.

Primere efikasnosti objektnog prisutpa mozemo videti u koris¢enju rutina pri Windows
programiranju. Uz pomo¢ objekata i klasa koje su dostupne uz kompajler, sa lakoéom se moze
napraviti program koji koristi Windows okruzenje sa kompletnom funkcionalnoséu karakter-
istitnom za windows programe.

Objektni pristup i njegova Siroka primena dovodi, u nekim slucajevima, i do smanjivanja
efikasnosti programa - brzine resavanja problema ( tzv. performanse programa ). To je pre svega
posledica zanemarivanja znacaja brzine izvrSavanja programa u pocetku kreiranja objektnog
modela. Sloboda koju daje objektni pristup, omogucava brz razvoj programa. Zbog toga autori
veoma Cesto kreiraju programe kojima zele da sto pre dobiju rezultate koji verifikuju njihov rad.
Poboljsavanje performansi se ostavlja za kasnije. Na zalost, kod primene objektnog pristupa,
veoma se tesko kasnije mogu sustinski poboljsati performanse. Otuda se, u poslednje vreme,
razvijaju posebne tehnike kojima se ocenjuje brzina i efikasnost problema koji se resava jos u
fazi kreiranja objektnog modela. Tako se u [25] kostatuje da su lose performanse programa
pre poledica loseg dizajna programa nego implementacije. Predvidjanje performansi objektno
orijentisanog sistema moze biti veoma problematicno, jer se po pravilu radi o decentralizovanom
sistemu koji moze biti rezultat rada velikog broja ljudi. Software Performance Engineering
(SPE) je oblast koja je razvijena sa ciljem povecanja efikasnoti softwarea jos u fazi njegovog
kreiranja.

1.3 Objektni pristup analizi u teoriji konstrukcija

Uvodjenje tehnike objektnog pristupa pocetkom poslednje decenije dvadesetog veka, uticalo
je na razvoj analize u teoriji konstrukcija. Objektni modeli koji se razvijaju su raznoliki i kroz
njih se uocava postupno usvajanje objektng pristupa modeliranju.

Autori su u pocetku koristili nove mogucénosti modeliranja, pre svega u smislu pojednos-
tavljivanja razvoja programa. Na taj nacin je izvrSeno unapredjenje postojeceg proceduralnog
programa NAP u novi program ObjectNAP [3]. U tom pristupu se uz naglasak na jednos-
tavnijem razvoju, uocava potreba da se promeni i pristup analizi u celini, ali se ipak najve¢im
delom, ostalo na reprodukciji (dupliranju) postojeéeg postupka koji je primenjivan u procedu-
ralnom programu. Sam program je prilagodjen razvoju izoparametarskih elemenata, te se u
klasi elemenata, nalaze:

e broj i raspored ¢vorova, dok je svaki ¢vor u klasi nod;
e klasa materijala, koja obezbedjuje matricu krutosti materijala;

e Funkcije oblika ShapeFcns kao objekti koji u svom sastavu imaju funkcije koje obezbed-
juju vrednost interpolacione funkcije i njenih izvoda po lokalnim koordinatama.

e Interpolacione tace u klasi gauss, koje sadrze lokalne koordinate i tezinske vrednosti u
zavisnosti od dimenzija problema i broja tacaka.

Klasa element vrsi numericku integraciju matrice krutosti, odnosno nalazi vrednosti stati-
ckih velicina u elementu. Ovakav pristup sa jedne strane formira uopsteni izoparametarski
konacni element i pogodan je za prikazivanje metoda i uvodjenje novih interpolacionih funkcija.
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Sracunavanje matrice krutosti, zahteva veliki broj operacija koje su sakrivene u objektima koje
sac¢injavaju ovakav pristup, pa je on ilustrativan ali nije efikasan. Apstrakcija ( uopstavanje )
kojom se izrazava ponasSanje proizvoljnog elementa je sadrzana u obliku, broju interpolacionih
tacaka i funkcija oblika, dok se primenjuje isti algoritam integracije konac¢nog elementa. Pri
tome se ignorise moguénost nasledjivanja, koja ¢e se kasnije javiti kao efikasan vid apstrakcije
problema. Nasledjivanje je koris¢eno samo u okviru poziva grafickih rutina elemenata.
Zmacajan aspekt koris¢enja objektnog modeliranja je u razvijanju novih objekata koji
imaju funkciju alata pri razvijanju programa. Klase matrica, vektora ili tenzora su razvijani
u tom smislu. Opet se radi o veoma ilustrativnim klasama kojima se izrada modela pojednos-

tavljuje.
Primer ovakve opstosti je klasa "tensor”, koju je pisao Jeremi¢ Boris u okviru svog dok-
torata [1]. Klasa je obezbedila funkcionalnost konvencija o sabiranju i omoguéila visi stepen

apstrakcije pri radu sa ovakvim tipom podataka. Primer operacije :

Cit = (Aijk + Biji) * Djg
se kodirao u programu sa instrukcijama:

tensorC’;

C = (ACijI) + BOijK)) + DO AL

Primena ove klase, u sustini prestavlja primenu alata, veoma je jednostavna i ilustrativna
ail istovremeno sakriva od korisnika kompleksnost a time i veliki broj operacija koje se obavljau
pri izvrsavanju takve instrukcije u kodu.

Ovakav pristup sadrzi visok stepen apstrakcije i primeren je izradi programa kojim se
testiraju modeli materijala na relativno ograni¢enom broju jednostavnih kona¢nih elemenata.
Sa druge strane, primena takve klase ne moze zadovoljiti sve potrebe teorijske mehanike, jer
klasa ne pravi razliku izmedju kovarijantnih i kontravarijantnih indeksa, ali se moze primeniti
u svim konac¢nim elementima u ortogonalnim koordinatnim sistemima. Treba naglasiti da
primena takvih operacija klase tenzor u modelu materijala, pri izradi numerickih modela sa 10°
konaé¢nih elemenata ( od kojih svaki sadrzi barem jedan primerak klase materijala u okviru ¢ije
primene su visestruko pozivane ovakve operacije) dovodi do programa koji se sporo izvrsava. U
svakom pozivu ove operacije, se mora izvrsiti sintaksna analiza niza karaktera koji su prosledjeni
objektu tenzora, pre poziva operacije mnozenja, i proveriti da li se jos negde u izrazu pojavljuje
isti indeks. Takav pristup omogucava visok stepen apstrakcije pri kreiranju programa, ali dovodi
do problema u toku primene takvog postupka na realnom modelu sa velikim brojem ¢vorova i
elemenata.

Optimizacija broja operacija u postupku numerickog modeliranja i analize umanjuje
opstost ali dovodi do efikasnijih programa. U velikom broju konkretnih primera, krajnjem
korisniku programa nije od interesa stepen apstrakcije koji je primenjivan u modeliranju, veé¢
njegovi rezultati, brzina i lako¢a kojom dolazi do njih. Otuda se javlja potreba za nizom opti-
mizacija u kodu kojima se umanjuje ¢itljivost, dok se apstrakcija svodi na moguénost formiranja
baznih i izvedenih klasa ( superklasa i subklasa prikazanih na slici 1.2).

Najveci deo literature i raspolozivog koda u kona¢nim elementima je u svojoj opstosti
orijentisan u smeru formiranja numerickog modela 2D i 3D elemenata ( plocastih elemenata,
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ljuski, ili solida ) dok je primena rezultata u dimenzionisanju u gradjevinarstvu ograni¢ena na
linijske elemente i napone odredjene na osnovu njih.

Prednosti i problemi do kojih dolazi uopstavanjem objektnog modela mogu se uporediti sa
prednostima i problemima primene izraza mehanike kontinuma u proizvoljnom krivolinijskom
koordinatnom sistemu. Naime, vodjenje racuna o kovarijantnim i kontravarijantnim indeksima
uz ostala pravila diferencijalne geometrije ( tenzorskog racuna ), dobijamo veoma moéno anal-
iticko orudje. Sa druge strane, u prakti¢noj primeni su uglavnom pravougli koordinatni sistemi
u kojima su svi izrazi daleko jednostavniji. Prednosti koje donosi opsStost izraza koji vaze i
u krivolinjskim koordinatnim sistemima, ne dolaze do izrazaja u najveéem broju prakticnih
primera.

1.4 Problemi strukturne analize

Veliki broj mogué¢ih problema u inzenjerskoj praksi, namecu i veliki broj potencijalnih
algoritama - postupaka u njihovom resavanju. Aproksimacije koje se uvode pojednostavljuju
postupke i ¢ine ih efikasnim sa jedne strane, dok im sa druge strane umanjuju opstost. U ovom
delu ¢e se prikazati osnovni objekti modeli koji se koriste u analizi konstrukcja.

Problem strukturne analize koji se resava numerickim postupkom se u najopstijem slucaju
svodi na reSavanje problema iskazanog jednacinom.

F(Xl,XQ,...,Xk,...,Xn) :0 (11)

Jednacina (1.1) u slucaju linearne analize, predstavlja linearan sistem jednacina, dok u
opstem slucaju moze biti nelinearni sistem jednacina i u tom slucaju je tesko naéi resenje u
zatvorenom obliku, ve¢ se primenjuje neki od iterativnih postupaka.

U objektnom pristupu analizi, reSavanje navedenog problema je povereno klasama koje se
bave analizom. Preostali deo opsluzuje potrebe navedenih klasa. U slucaju objektnog pristupa,
koji je prezentiran u doktorskoj tezi McKenne [21], relacije izmedju klasa su prikazane na slici
1.3.

ModelBuilder {_ Domain _}—{  Analisys

: : DomainC t
[ PlaneFrame H SpaceFrame ] ce o

| | | | |

[ LoadCase ] MP_Constraint| [ SP_Constraint | [ Node | [ Element ]
[ I/k ]
[ Beam H Truss ] e [Continum Elem.]
Load
l NodalLoad ] lEIementLoad]
N

BeamPtLoad

Slika 1.3: Osnovne relacije izmedju klasa u OpenSees-u
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U osnovi, podela je izvrSena na:

e Domain koji sadrzi i manipuliSe svojim komponentama ( komponente su évorovi, konacni
elementi, do optereé¢enjeisl.). Svielementi sistema su izvedeni iz klase DomainComponent
koja obezbedjuje funkijonalnost na osnovu koje se elementi pozivaju. Domen u sustini,
sluzi kao velika baza podataka koja omogucava pristup svojim komponentama. Takodje,
sam domen moze biti menjan u toku analize ( u slucajevima da je potrebno da se izvrsi
proguséenje mreze na odredjenom mestu ili sliéno).

o ModelBuilder je klasa koja generise komponente Domena. Ta klasa na osnovu ulaznog
fajla ili interaktivnog unosa ( u windows okruzenju ) pravi elemente modela. Otuda se
kao Subklase ( izvedene klase ) ove klase javljaju: PlaneFrame, SpaceFrame, ... Svaka od
izvedenih klasa, generige sistem ( kona¢ne elemente, i ¢vorove sa odgovarajuéom geometri-
jom i specificnostima ). U zavisnosti od problema koji se obradjuje, ova klasa dodeljuje
¢vorovima moguce stepene slobode, generise odgovarajuce elemente i veze.

o Analysis klasa sadrzi postupak resavanja sistema. Sve Subklase Analysis klase, se obrac¢aju
Domain klasi i od nje dobijaju odgovore na osnovu kojih usmeravaju tok analize. Ova
klasa u osnovi, resava problem formulisan jedna¢inom (1.1). Kako se u opstem slucaju radi
o razli¢itim postupcima za resavanje razlicitih problema, kod kojih se u toku resavanja
koriste njihove specifi¢nosti, to bi detaljan prikaz objektnih modela ove klase koji se javl-
jaju u postojeé¢im programima prevaziSao obim ovog doktorata. U navedenoj literaturi
[21] je predlozen i prikazan objektni model koji obuhvata veliki broj raznovrsnih analiza
i dat je na slici 1.4.

Domain  |—| Analisys h———{ SystemOfEqn |——] Solver |

AN AN
LinearSOE | oo« )

\ I I \
StaticAnalysis |[ TransientAnalysis| | EgienvalueAnalysis| « ..

[DOF_Numberer | [ SolnAlgorithm| [ AnalysisModel| [ConstraintHandler] [ Integrator |
- I I
e [ Staticntegrator ] [Incrementallntegrator

‘Linear‘ ‘NewtonRamphson‘ e

Node }—{ DOF_Group‘ ‘ FE_Element }—{ Element ‘

Slika 1.4: Objektni model klase za analizu u [21]

Ovakav oblik modela omogucéava jednostavno dodavanje novih tipova analize koje ¢e ko-
ristiti razne specificnosti bez uticaja na domen. Ipak, analizom takvog objektnog modela se
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moze uociti da je on prilagodjen nelinearnoj analizi i to posebno odredjenim tipovima problema,
mada usled opstosti, daje mogucénost da se primeni na proizvoljnom modelu.
U objektnom modelu prikazanom u [21], klasa Analisys sadrzi objekte:

o SolnAlgorithm kao klasu koja ¢e voditi celokupan tok analize. U zavisnosti od formulacije
problema, mogu se koristiti raznovrsni algoritmi, ali od interesa za temu ovog doktorata
su algoritmi za reSavanje statickih problema koji mogu biti linearni ili neki od nelinearnih
( NewtonRamhson-ov ).

o AnalysisModel je klasa koja sadrzi DOF_ Group (grupe stepena slobode do kojih dolazi
preko ¢vorova) i FE_ Element, koji predstavljaju Elemente.

e [ntegrator je klasa koja rukovodi integracijom matrica krutosti (formiranjem sistema
jednacina), kao i azuriranjem vrednosti pomeranja u ¢vorovima.

o (ConstraintHandeler rukovodi constraint-ovima. To su ogranic¢enja u pomeranjima ¢vorova
i mogu biti modelirana na razne nacine.

e DOF_Numberer vrsi numeraciju stepeni slobode. Za brzinu resavanja sistema, od velikog
je znacCaja numeracija jednacina. Kako je u modelu predvidjena moguénost dodavanja
novih ¢vorova i elemenata, to je i eventualno renumerisanje povereno ovoj klasi.

Navedeni objektni model omogucéava primenu raznovrsnih algoritama dok je elementima
nametnuta obaveza prilagodjavanja univerzalnom algoritmu. Zbog potrebe da element komu-
nicira sa proizvoljnim algoritmom, od elementa se trazi i da na zahtev sistema odgovori na
univerzalne poruke. Ovakav objektni model moze biti pojasnjen na jednostavnom primeru
staticke analize.

U slucaju staticke analize, kad se primenjuje StaticAnalysis klasa ( jedna od subklasa-
izvedena klasa klase Analysis ). Objektni model sa slike 1.4 se svodi na objektni model prikazan
na slici 1.5.

‘ Domain }—{ StaticAnaIysisb—{ LinearSOE }—{ LinearSolver

‘DOF_NumbererH EquiSoInAIgo‘ ‘ AnalysisModeI‘ ‘ConstraintHandler‘ l StaticIntegrator ‘

‘Linear‘ ‘NewtonRamphson‘ cee

[
‘ Node H DOF_Group‘ ‘ FE_Element }—{ Element

Slika 1.5: Objektni model klase za staticku analizu u [21]

Sama klasa StaticAnalysis, ima dve funkcije:
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e domainChanged() koja poziva funkcije setLinks po svim objektima u domenu, poziva
ConstraintHandeler-ovu funkciju handle() koja kreira FE_Element -e i DOF_Group -e,
poziva number() u oviru DOF_Numberer objekta koja vrsi numeraciju stepena slobode i
jednacina, objektu LinearSOFE saopsStava broj jednacina i na kraju izvestava EquiSolnAlgo
i StaticIntegrator da je domen izmenjen pozivom njihovih funkcija analysisModel Changed.

e analyse() Ova funkcija poziva funkciju domainChanged(), poziva applyLoad() funkciju
AnalysisModel klase koja poziva opterecenja da generisu svoje doprinose i na kraju poziva
solve CurrentStep() funkciju FquiSolnAlgo koja vrsi analizu. Na kraju se poziva funkcija
commit() na objektu Domain koja utvrdjuje srac¢unate vrednosti ( pozivom funkcija com-
mit po svim objetima u domenu ).

U slucaju staticke analize, na mesto bazne klase SolutionAlgorithm, primeni¢e se njena
subklasa FquiSolnAlgo koja kao i svaka klasa tipa SolutionAlgorithm kontrolise tok resavanja
problema. U ovom slucaju u zavisnosti da li je problem linearan ili nelinearan, primenice se
subklasa Linear ili neka od nelinearnih ( npr. NewtonRamphson). Sve klase ovog tipa imaju
funkciju solveCurrentStep(), koja se poziva od strane Analysis klase.

Prikazani objektni model je veoma kompleksan sa jedne strane a konac¢ni elementi moraju
da sadrze funkcije kojima ispunjavaju zahteve razlic¢itih analiza. Ako pogledamo samo razliku
u linearnoj i nelinearnoj analizi statickog problema, ve¢ se mogu uociti funkicije objekata koje
moraju postojati u nelinearnoj dok se uopste ne pominju u linearnoj analizi.

Otuda se moze konstatovati da apstrakcija primenjena u tom modelu nije primerena
objektnom modelu linijskog elementa koji ¢e biti razvijen u okviru ove teze. Kako je predmet
ove teze Objektno modeliranje ostec¢enja i viskoznih deformacija, to je akcenat stavljen na
specificnosti objekata vezanih za model linijskog elementa, popre¢nog preseka, materijala i
postupke koji se primenjuju u takvoj analizi. U McKennin-om objektnom modelu, prikazanom
na skicama 1.4 i 1.5 akcenat je stavljen na apstrakciji algoritma, prati se istorija usvojenih
vrednosti pomeranja u ¢vorovima ( istorija se pamti u DOF_Group ), dok se od elementa o¢ekuje
da na osnovu ustanovljenih vrednosti (pomeranja u ¢vorovima ) formira kako tangentne matrice,
tako i vektore rezidualnog opterec¢enja. Naravno da se posredno ostavlja moguénost da i element
pamti istoriju svojih stanja, ali osnovna ideja je da se istorija pamti u stepenima slobode.
Otuda je takav pristup prilagodjen elementima kod kojih je ’ ceo element * od materijala istih
mehanickih karakteristika dok se u slucaju promene karakteristike u delu elementa, ostavlja
moguénost dodavanja novih ¢vorova i novih elemenata ( proguscavanje mreze ). To je pre
svega, primereno plocastim i trodimenzionim elementima.

Izlozeni model analizira funkcionisanje i razvoj visoko decentralizovanog sistema objekata.
On je primeren analizi koja je vrsena u [21] , gde je vrSena analiza moguénoti primene paralenih
procesa. U osnovi isti model je primenjen i u razvoju OpenSees-a.

Ovako uopsten pristup je prilagodjen problematici kojom se bavio McKenna. Sa druge
strane, fokusiranje na probleme modeliranja Stapa omogucavaju znatno jednostavniji prikaz
objektnog modela i fokusiranje na modeliranje konkretnog problema. Tako se u navedenoj
literaturi [22] razradjuje objektni model Stapa prikazan na slici 1.6.
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Slika 1.6: Osnovne relacije izmedju klasa u radu |
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Glava 2

Modeliranje
linijskih nosaca

U ovom poglavlju ce se prikazati numericko modeliranje linijskih nosaca. Naglasak u ovom
modeliranju ce se staviti na povecavanje stepena opstosti izraza. Cilj povecavanja opstosti je
omogucavangje upotrebe sloZenog modela poprecnog preseka.

Analitici izrazi © postupci, izvedeni 1 prikazani u ovom poglavlju se primenjuju u objektima
koji su modelirani u narednim poglavljima.

Uobicajeni v siroko primenjivani izrazi za clanove matrice krutosti grednog elementa,
zasniaju se na pretpostavkama koje su pojednostavile problem i prema kojima je osa Stapa
tezisna osa poprecnog preseka koja se istovremeno poklapa sa osom centra smicanja poprecnog
preseka. Usvaja se da se poprecne ose Stapa poklapaju sa pravcima glavnih centralnih osa
inercije poprecnog preseka pa se veze sila u preseku sa generalisanim deformacijama poprecnog
preseka, svode se na dijagonalnu matricu.

Usvajanje uopstene veze izmedju vektora sila u porecnom preseku i vektora generalisanih
deformacija poprecnog preseka, vodi formiranju matrica krutosti i fleksibilnosti samog preseka
koje imaju vandijagonalne élanove. Clanovi ovih matrica imaju sloZenije ali opstije izraze, ¢iji
su specijalni slucajevi u literatur: siroko poznati.

U prvom delu ovog poglavlja, prikazano je modeliranje ponasanja poprecnog preseka.
LIzvedeni su izrazi za matrice krutosti i fleksibilnosti homogenih elasticnih preseka. Obradjen
je slucay odstupanja poloZaja teZista v centra simicanja od ose stapa kao i odstupanje lokalnih
osa od glavnih centralnih osa inercije poprecnog preseka. Odstupanja teZista ima uticaja i na
matrici masa poprecnog preseka.

U drugom delu poglavlja, izvedene su matrice krutosti, primenom uopstenog modela
poprecnog preseka. Specijalni slucajevi ovih matrica se svode na poznate matrice krutosti. U
integracigi je koriséena metoda deformacije i fleksibilnosti.

U trecem delu, prikazan je postupak odredjivanja ekvivalentnog cvornog opterecenja kao
1 opsti postupak ’ modifikacije matrice krutosti oslobadjanjem uticaja na krajevima Stapa’.

Na kraju poglavlja, modeliranje efekata nedeformabilnih delova Stapa, tzv. offseta, je
prikazano 1 iskoriséeno umesto numericke integracije matrice fleksibilnosti stapa sa promenljivim
poprecnim presecima. Mada nije direktna tema ovog doktorata, navedeno uopstavanje je dovelo
1 do problema sa integracijom matrice masa Stapa, pa je izvedena i matrica masa Stapa sa
ekscenticno postavijenim poprecnim presekom.
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2.1 Linijski element

Strukturna analiza linijskih elemenata sadrzi ¢itav niz aproksimacija koje pojednostavljuju
analizu. Prostorni element svodi na linijski, jednodimenzioni element. Pri tome se sve karak-
teristike redukuju na jednu dimenziju - liniju. Osnovne karakteristike elementa (staticke i
deformacijske veli¢ine ) su izrazene u funkciji polozaja preseka duz ose. Veza izmedju statickih
i deformacijskih velicina odredjena je geometrijskim oblikom popre¢nog preseka i materijalnim
karakteristikama u njemu i izrazava se kao krutosti preseka.

Posledica takve aproksimacije je znacajno pojednostavljenje modela i analize. Uprkos
¢injenici da su danas moguc¢nosti proracuna znatno vece, i da su se i pre vise decenija pojavili
radovi u kojima je umesto linijskog modela tretiran vise dimenzioni model ( greda se modelira
2D membranskim elementima [31] , [32] , [18], [27], [30] , [I] ili se od 3D elemenata [2] , [28],
[18], [10] formira prostorni model ) kao i da je tim modelima moguce analizirati slozene uticaje.
U prakticnoj analizi i vaze¢im standardima, koriste se uticaji i velicine karakteristicne za linijski
elementi. To je posledica jednostavnosti analize, lake moguc¢nosti kontrole kao i potrebe da se
uvek "ostajane na strani sigurnosti .

Kompleksne rezultate koje moze da obezbedi trodimenzioni model grede, u projektanskoj
praksi veoma tesko mozemo kontrolisati, proveriti i upotrebiti. Verifikacija rezultata ovakvog
modela se svodi na proveru i potrvdjivanje materijalnog modela i odredjenih specificnih uticaja.
Sa druge strane, kontrola sigurnosti i ojacanje (dimenzionisanje ) se standardima definisu u
odnosu na uticaje karakteristicne za jednodimenzione elemente.

Pri analiziranju uticaja u jednodimenzionim (grednim) elementima, razvija se ¢itav niz
postupaka kojima se obuhvataju pojedini efekti. Pri tome se misli na ¢itav niz elemenata cije
ponasanje se u strukturi (u celini sistema) posmata kao jednodimenzioni element (bilo da se
radi o definisanju geometrijie, ograni¢avanju u mogué¢im pomeranjima ili analizi rezultata), dok
se sa druge strane, unutar elementa vrsi diskretizacija i uspostavljanje novih pretpostavki o
deformacijma ili moguc¢im raspodelama statickih uticaja. Problem u primeni ovih elemenata
u slozenom modelu sa vise desetina Stapova, moze se uociti posmatranjem spoljasnjih stepeni
slobode koji moraju odgovarati spoljasnjim stepenima slobode linijskog elementa a to su staticki
i deformacijski uslovi na krajevima stapa (sile odnosno pomeranja ¢vorova). Na taj nacin,
spoljasnji stepeni slobode su ograniceni na 6 stepeni slobode po svakom ¢voru, odnosno 12 na
celom elementu. Otuda se ili deplanacija mora izgubiti na kraju elementa ili se moraju uvoditi
dodatni stepeni slobode u ¢vorovima. Dodatni stepeni slobode u ¢vorovima sa druge strane,
ogranicavaju opstost konacnog elementa i mogucénost povezivanja sa drugim elementima. Tako
se u navedenoj literaturi [11] uvode fleksibilni ¢vorovi kako bi se izbegli efekti krutih ¢vorova u
vezi Stapova.

Postoje raznovrsni nazivi za navedenu diskretizaciju, pri cemu se koriste razli¢iti nazivi za
istu vrstu diskretizacije ili isti nazivi za razlicite vrste diskretizacije unutar linijskog elementa.

Sa jedne strane najjednostavniji model diskretizacije se dobija generisanjem stapa kom-
binacijom postoje¢ih plocastih kona¢nih elemenata ili 3D-solid elemenata. Cesto se ti 2D i 3D
elementi obogac¢uju slojevima ili 1D linijama armature ili prednapregnutog celika [10] . U tom
slucaju se u sustini posmatra prostorno telo, kome se samo geometrija definiSe kao ”linijski

18



GLAVA 2. MODELIRANJE
2.1. LINIJSKI ELEMENT LINIJSKIH NOSACA

element” odnosno, uticaji se redukuju na jednu osu. Ali sto se analitickog modela tice, to je u
sustini prostorni model konacnih elemenata i sem analize rezultata, nema puno veza sa Stapom.
Zbog toga, ovaj pristup nece biti predmet analize u ovom radu.

Slozeniji efekti se mogu opisati primenom slojeva uz dopustanje deplanacije poprecnog
preseka kad govorimo o layerima [14] ili o tankozidnim Stapovima. Koriséenjem deplanacije u
linijskom elementu, javlja se potreba za specijalnim vezama takvog Stapa sa drugim Stapovima,
odnosno za moguc¢noscu da se efekat prenese na sledeci stap. To namece potrebu da ¢vorovi
imaju dodatne stepene slobode. Jedna od moguénosti je da se koriste fleksibilni évorovi [11].
Kod ovih elemenata deformacija svake tacke u Stapu u popreénom pravcu je funkcija defor-
macije ose Stapa (i rotacije preseka oko uzduzne ose i polozaja tacke u preseku). Deformacija
u poduznom pracu (u pravcu ose Stapa) je kombinacija deformacije ose Stapa (pomeranja u
uzduznom pravcu, i rotacija preseka oko popreénih osa pomnozenim sa odstojanjima od osa) i
deplanacije samog preseka.

Materijalna nelinearnost je kod najveceg broja gradjevinskih konstrukcija osnovni uzrok
nelinearnog ponasanja. Efekti ove nelinearnosti se sa nivoa materijalne tacke generalizuju na
nelinearnim vezama statickih i deformacijskih veli¢cina u preseku. U cilju formiranja modela
koji ¢e na osnovu nelinearnog ponasanja materijala generisati nelinearne veze izmedju sila i de-
formacija u preseku primenjuje se pretpostavka o ravnom preseku uz diskretizaciju poprec¢nog
preseka. Diskretizacija moze biti izvrSena vlaknima (fiber-ima), slojevima (Layer-ima) ili re-
gionima (zonama) [22].

U slucaju diskretizacije u okviru poprecnog preseka, pomeranja svih tacaka su odred-
jena pomeranjem tacke na osi Stapa. Usvaja se pretpostavka da presek ostaje ravan i posle
deformacije dok se dopusta njegova rotacija u odnosu na osu Stapa.

{ ] steel layer

}7]7'7f[11~———— concrete layer

S .
i [
_TL—. :.—flf_ reference plane
1

|

Slika 2.1: Diskretizacija preseka slojevima

Primeri diskretizacije su:

o Slojeviti popreéni presek se deli na vise slojeva ili ”Layer-a”. To je jedna od najjednos-
tavnijih diskretizacija i primenjuje se kod Stapova u jednoj ravni (ili kad je savijanje oko
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jedne ose dominantno). Utvrdjivanje karakteristkia se vrsi na osnovu pretpostavke da
je konstitutivni model materijala u sloju isti. U navedenoj literaturi [15] se vrsi takva
diskretizacija a model poprecnog preseka je prikazan na slici 2.1. Slojevi mogu biti od
razlicitih materijala, dok se pojedini slojevi mogu preklapati. Podaci potrebni za defin-
isanje preseka se svode na ”Sirinu”i ,, visinu“ sloja kao i na materijal od kojeg je sloj
nacinjen.

o Viaknasti poprecni presek se deli na vise vlakana (delova povrsina ili patch-ova) pri
¢emu se analiza naprezanja u svakom vlaknu vrsi na jednodimenzionom materijalnom
modelu. Vlaknasti model za razliku od slojevitog modela, omogucéava analizu uticaja
kombinacije dva momenta sa vektorima u razli¢itim pravcima (koso savijanje) i ekscen-
tricnog naprezanja. U literaturi se za ovakav model koriste nazivi fibre section ili filament
[20], [19] , [16], [8]. Prikaz ove diskretizacije je dat na slici 2.2. Uz pretpostavku o ravnim
presecima, se moze generisati veza izmedju prirasta vektora statickih velicina (sila u
preseku) i deformacije u preseku. Treba napomenuti da navedeni model ne omoguéava
analizu efekata kombinovanog dejstva smicucih sila i momenta torzije sa jedne strane i
normalne sile i momenata savijanja sa druge stane.

Renforcing steel
filament

Slika 2.2: Diskretizacija preseka vlaknima prikazana u [20]

e Podela preseka na regione je postupak kojim se najpre izvrsi podela na regione u kojima
se primenjuju razli¢iti materijalni modeli. Pod pojmom razli¢iti materijalni modeli misli
se na razli¢ita stanja napona (linearno, ravansko ili prostorno) koja se koriste u mater-
ijalnom modelu. Kako regioni zauzimaju vece povrSine poprecnog preseka to za razliku
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a)

od slojevitog ili vlaknastog modela nije osnovana pretpostavka da se ceo region nalazi u
priblizno homogenom naponskom ili deformacijskom stanju, to se u okviru regiona uvode
interpolacione tacke (kojih, prema potrebi, moze biti proizvoljno mnogo). Ovakav model
je prikazan u radu [22]. Diskretizacija preseka je prikazana na slici 2.3.

2D

h N

-

Ty
1D Region

I'fpmel
Dy

2D Region

r-'xz
Dy

A0 Region

[
Slika 2.3: Diskretizacija preseka regionima u [22]

1D - regionima se opisuju delovi povrsine poprecnog preseka koji ¢e uvek biti u linearnom
naponskom stanju (poduzna armatura ). U tim oblastima, materijalni model ¢e prikazi-
vati samo normalni napon o, .

2D - regionima se opisju oblasti u kojima se ocekuje ravno naponsko stanje. To su oblasti
u kojima postoji poprecna armatura u jednom pravcu i rasporedjena poduzna armatura
u pravcu ose grede. U tim oblastima, model ¢e dati samo normalni napon u pravcu ose
stapa o, i smicuci napon u pravcu prostiranja poprecne armature Tpgne; -

3D - regionima se opisuju oblasti u kojima je moguce ocekivati uticaje normalnog napona
u pravcu ose Stapa o, i smi¢ucih napona u proizvoljnom pravcu za ravan sa normalom x:
ToY 1 T2,

Navedenim modelima preseka se formiraju - (integrisu) veze izmedju generalisanih statickih

i deformacijskih veli¢ina. Drugim rec¢ima, na taj naé¢in se odredjuje ”krutost” preseka stapa (na
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savijanje, aksijalna krutost, na torziju i smicanje). Usvajanjem idealizovanog tezista popre¢nog
preseka Stapa za tacku u odnosu na koju se odredjuju krutosti, kao i usvajanjem glavnih cen-
tralnih osa inercije poprecnog preseka za referentne ose Stapa, dobijaju se poznate, jednostavne
veze izmedju generalisanih statickih i deformacijskih veli¢ina. U cilju pojednostavljenja pri
fomulisanju i izvodjenju izraza kojima se odredjuju ¢lanovi matrice krutosti stapa, u velikom
broju radova se teziste preseka usvaja tacka kroz koju prolazi uzduzna osa Stapa.

Tokom nelinearnog ponasanja, menjaju se mehanicke karakteristike jednog dela popreé¢nog
preseka. Promena karakteristika materijala u jednom delu preseka, dovodi do promene krutosti
preseka a time i do promene polozaja idealizovanog tezista. Zbog toga se javlja potreba da se pri
uspostavljanju veza izmedju sila duz stapa i deformacija ose Stapa umesto tezista idealizovanog
preseka, koristi proizvoljna referentna tacka.
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2.2 Fleksibilnost i
krutost preseka

U ovom delu ¢e se opisati i uspostaviti veze izmedju generalisanih statickih i deformacijskih
veli¢ina u poprec¢nom preseku. To su karatkteristike preseka koje su potrebne za integraciju
matrice fleksibilnosti i krutosti stapa. Ove veze imaju potpunu analogiju sa konstitutivnim
modelom materijala pri integraciji matrica krutosti prostornih 3D elemenata (solida ).

Pod genaralisanim deformacijama preseka podrazumevamo Sest veli¢ina sracunatih u
odnosu u na referentnu tacku R (koja ne mora biti teziste ili centar smicanja ) prikazanih
u obliku vektora:

{5?} = {ef,vfy,vi,éz,my,/{Z}T (2.1)

Gornji indeks R - oznacava deformaciju referentne tacke .

U slucaju koriséenja pretpostavke o ravnim presecima, deformacije (dilatacija i klizanja)
svake tacke na poprecnom preseku su jednoznacéno odredjeni polozajem tacke i generalisanim
deformacijama preseka datim jednacinama (2.2).

5&:(:% Z) = Sf—liy(Z—ZR) _Rz(y_yR)
Yoy (Y, 2) = Yoy — 02z = 27) (2.2)
’sz(ya Z) = 752 + Qz(y - yR)

Pod generalisanim statickim veli¢cinama - silama u preseku podrazumevamo sile reduko-
vane na istu referentnu tacku. Te sile 6brazuju vektor:

[F?} = (N1, 7. MF M MEY (2.3)

i jednozvacno su odredjene naponima u preseku.

Mf = fA (_Txy(z - ZR) + Tzz(y - yR)) dA
M = [yo.(z—2")dA
ME = [yo.(y" —y)dA

Izrazi (2.4) vaze u svakom slucaju, nevezano od pretpostavke o ravnim presecima (2.2).
U objektnom pristupu, objekat poprecnog preseka je zaduzen za uspostavljanje veza izmedju
navedenih generalisanih sila { %} i deformacija {¢®}. Taj objekat, za utvrdjeno stanje defor-
macija u preseku {€? 1}, mora obezbediti tangentu matricu krutosti [K R] i fleksibilnosti {C’R]
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Slika 2.4: Referentna tacka u popre¢nom preseku i usvojeni pozitivni smerovi momenata savi-
janja i krivina

preseka, odnosno vezu izmedju prirasta generalisanih deformacija i generalisanih sila iskazanh
u izrazima (2.5).

S B P (252)

{army = [k, (s (250)

U nelinearnom postupku, objekat poprecnog preseka, za utvrdjeno stanje (usaglasene
vrednosti) sila { F 1ili deformacija {€® 1} u preseku i za probnu vrednost prirasta (sila {AF/

ili deformacija {Aef}) mora obezbetiti komlementarne generalisane velicine (deformacije ili
sile), iskazane izrazima (2.6).

{ER} - {ER}(ER FE, AF[ (2.6a)

com’ com>?

{FR} - {FR}(E&WFC%WM) (2.6b)
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U popreé¢nom preseku se ne obavlja samo prosta integracija karakteristika materijala, veé¢
je objekat poprec¢nog preseka odgovoran i za efekte sadejstva materijala u preseku. Sadejstvo
zategnutog betona i armature ili efekti utezanja betona uzengijama su tipi¢ni primeri.

Ponasanje krtog materijala (betona pri zatezanju) je tipican nestabilnog ponasanja. Pri-
mena materijala koji bi opisivao samo beton u popre¢nom preseku, dovodio bi do nestabilnosti
preseka, Stapa a time i celog sistema koji opisuje konstrukciju u trenutku dostizanja ¢vrstoce na
zatezanje betona. Takvo ponasanje bi bilo realno u slucajevima nearmiranih betonskih greda.
Dobro poznato sadejstvo zategnutog betona i armature, analizirano je u nizu radova. Pret-
postavke koje se usvajaju u grednom nosacu su nametnule primenu modela zategnutog betona
koji, ne prati direktno smicanje izmedju betona i armature i propagaciju prsline u tom pravcu,
ve¢ korekcijom modula elasti¢nosti betona u ¢itavoj zoni dovodi do adekvatnog ponasanja pre-
seka u celini.

Beton utegnut uzengijama, u sustini je u prostornom naponskom stanju. Kako se u anal-
itickim modelima grednog nosaca koriste jednodimenzioni materijalni modeli, to se materijal
betona u preseku deli na utegnuti deo sa povecanim modulom elasti¢nosti i ¢vrstocom i neuteg-
nuti.

2.2.1 Generalisane deformacije nastale pri poduznim silama (N,M,,
M.) u linearno elasti¢noj oblasti

Redukcija uticaja na referentnu tacku, umesto na teziste preseka, dovodi do slozenijih veza
i pri linearno elasticnim modelima materijala. Pri analizi velikog broja inzenjerskih konstrukcija
(spregnutih i prethodnonapregnutih) koriste se modeli materija u linearnoj oblasti ponasanja.
Sa druge strane, viskozne karakteristike ovih materijala su osnovni uzrok nelinearnosti. Zato
¢e se u ovom delu izvesti izrazi u zatvorenom obliku za veze koje ¢e se koristiti pri integraciji
matrice fleksibilnosti Stapa.

Homogeni poprecni presek

Homogeno stanje materijala omogucava da se za sve tacke u popreé¢nom preseku usvoje
iste mehanicke karakteristike. Pri uspostavljanju veza se koriste veze imedju uzduznih sila
redukovanih na teziste

T
{FC} - {N,,MyC,ME} (2.7)
i odgovarajuéih generalisanih deformacija (u odnosu na teziste popre¢nog preseka):
T
{ef} = {nfnC} (2:8)
u obliku :
1
£C 1 0 0 N
c —1¢ Iy
Ry o=1 0w mo |4 My (2.9)
K¢ 0 Iy Iy M¢
EJS EJ

pri cemu je J5 druga invarijanta geometrijskih karakteristika preseka Jy = /1 ;—I;ZQ sracunatih
u odnosu na paralelne tezisne ose. U izrazima (2.9) je pretpostavljeno da su momenti pozitivni
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kad deluju u smeru osa, a krivine su pozitivne kad su drugi izvodi upravnih koordinata pozitivni
kao sto je prikazano na slici 2.4. Gornji izraz se moze prikazati kao:

{f}=lcf] - {FF} (2.10)

gde [C¢] predstavlja matricu fleksibilnosti preseka pri poduznim silama redukovanim na teziste.
Redukcija poduznih deformacija sa tezista na referentnu tacku se sprovodi izrazima:

sf = sg + ky(—2r + 2¢) + k(Yo — Yr) (2.11)
odnosno:
. el 1 zc—2r Yo —Yr S on o
{ef}=3m t=]|0 1 0 Ky ¢ = |TER] - {0} (2.12)
K, 0 0 1 K

Gde je [TF] matrica transformacije generalisanih deformacija preseka pri poduznim silama, sa
tezista C na referentnu tacku R. Na slican nacin se sile sa referentne tacke prikazane na slici
2.5, mogu redukovati na teziste izrazima:

Slika 2.5: Redukcija sila sa tezista na referentnu tacku i obratno
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MS =N - (25 — 2¢) + M} (2.13a)
MS =N - (yc —yr) + MF (2.13b)
Odnosno u matri¢cnom obliku:
N 1 00 N
{FLC} = My =| —(2¢—2r) 1 0 ]\/[R _ [TLCFE} ) {Fl{%} (2.14)
M7 e —yn 0 1] | MR

Gde je [TEE] matrica transfomacije (redukcije) poduznih sila sa referente tacke R na teziste C.
Tako se matrica koja odredjuje deformacije poprecnog preseka u referentnoj tacki u odnosu na
poduzne sile u istoj tacki nalazi u obliku:

() = [x£7)- [eg] (o) -
(£ [t ) (o7} - o1
- t] o)

Gde je {C’ﬂ = {TLCR} : {C’ﬂ : {Tfﬂ odnosno u razvijenom obliku:

C
B+ IS (yor)? — 215 yorzer + IS (20r)® I5ycr — IS20r I yor — IS.2cR
1
[CF] = 5 JC IS 20r — I ycr —I¢ —If,

2
IyCyCR—I;;ZCR ]C ch

u prethodnom izrazu je koris¢éeno: ycr = Yo — Yr 1 2cr = 2¢ — zr , dok su momenti
inercije sracunati u odnosu na paralelne tezisne ose. Matrica [Cﬂ je matrica fleksibilnosti
poprecnog preseka za poduzne sile i odgovarajuce deformacije u odnosu na referentnu tacku R.

Matrica krutosti popre¢nog preseka je inverzna matrici fleksibilnosti ali se direktno odred-
juje tako Sto se sile nalaze integracijom napona koji su odredjeni dilatacijama i modulom
elasticnosti. U ovom slucaju dilatacija proizvoljne tacke u preseku se moze nac¢i u obliku:

ea(y:2) = e +hy(—2+2r) — K:2(y — yr)
Ux(y7 Z) = E(y7 Z) ’ gx(ya [E)
N = /Aax(y,z ) dA :/ E(y,2)- (6R+f<:y(—2+zR) — k(y — yr)) dA
M, = / 0:(y,2) - zdA = / € + ky(—2+ 2r) — Ko(y — yR)) : z} dA  (2.16)
M. = [ oy, 2)- (—y)da = / (8 + ky(—2 + 28) — raly — ) - (—3)] dA
U slucaju kostantnog modula elasti¢nosti izrazi (2.16) imaju sledeci oblik:
N = F [(Ef + Ky2zr + K YR) - A — KySy — /{ZSZ}
M, = FE [(ef + KyZr + KYR) - Sy — Kyly — mzfyz} (2.17)
M, = E [(éf + Kyzr + Kyr) - (—S2) + Kyl + lizfz}
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U matri¢nom obliku:

N A A-zp—=S, A-yp—5; Sf
M, y=E-| S, Sy-zr—1, Sy-yp—1Iy. | -3 Ky
Mz _Sz [y,z - Sz *ZR [z - Sz "YR Rz

Ako se staticki momenti S, i S, izraze preko proizvoda povrsine i koordinate tezista (
Sy =z20+A S, =yc-A) navedenu vezu dobijamo u obliku:

N A —A-zcr _A'yCR 85
M, y=E-| A-z¢ A-zg-zr—1, A-zc-yr—1,. |- Ky
Mz _AyC Iy,z_A'yC'ZR IZ_A'yC'yR KRz

Ako se koriste centralni momenati inercije dobijamo:

N A —A-ZCR —A-yCR 55
M, +=E-| Az A-zo-zp—I0 —A-2c*  A-ze-yr—I5 —A-zo-yo |- FKy
M, —A-ye IG+A-yo-20—A-yoc-2r IS +A -y —A-yo-yr s

N A —A-zcR —A-ycr ekt

My =F- A zo A'Zcch—IyC —Ig—A’ZC'yCR : Ky

M, —A-yo IS +A-yo-z2cr IS — A-yro - yo Kz

Vrednosti momenata savijanja su redukovane na koordinatni pocetak, ako se redukuju u
odnosu na referentu osu, izvrsice se sledeca transformacija:

M} = =N -z + M,
MZR:NyR—i_Mz

odnosno u matricnom obliku:

N 1 00 N
{Fi =0 MF b= =z 10| M, o =[Tfh] {F} (2.18)
MZR yr 0 1 M,

Na taj nacin je dobijena matrica krutosti preseka [K¥] redukovana na referentu tacku, tj.:

N A A zpe A - yro e
My b = E-| —A-zpe —A-2pe— 1) —IL—A zpoyro || Ky
ME A-ype IS +A-yre - zro I+ A-yieo Kz

(Fr} = ) () 219

Dobijena matrica krutosti preseka [ K] vazi za presek sa konstantnim modulom elasti¢nosti.
Moze se uociti da, kad bi u matrici druga vrsta imala promenjen znak, matrica bi bila simetri¢na.
Nesimetrija matrice je posledica usvojenog smera za krivinu k,, koji je suprotan od usvojenog
pozitivnog smera za moment M,.
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Nehomogen poprecni presek

U slucaju da mehanicke karakteristike materijala nisu konstantne u celom poprecnom
preseku ( E # const) postoje dve mogucénosti za uspostavljanje veza sli¢nih izrazima ( 2.15 ) i
(2.19) :

1- presek se sastoji od malog broja materijala koji imaju konstantne karakteristike (spreg-
nuti nosa¢i mogu imati samo dva materijala beton i ¢elik, i sl.)

2- Nelinearno ponaSanje materijala, dovodi do promena mehanickih karakteristika. Ove
promene su takve da se u popre¢nom preseku ne mogu uociti delovi povrsina sa istim mehani¢nikm
karakteristikama. U tom slucaju, integracija izraza matrice krutosti preseka se mora sprovesti
diskretizacijom preseka na veé¢i broj manjih povrsina.

U prvom slucaju se moze za svaki deo preseka formirati navedena matrica krutosti dela
preseka [K}'] , njenom inverzijom na¢i matrica feleksibilnosti dela preseka [CF)] = [KF,]|™!
koja vezuje generalisane deformacije preseka na mestu referentne tacke sa presec¢nim silama
redukovanim u istu tacku.

(Ff) = (KT - (ef)

Kao posledica pretpostavke o ravnim presecima, generalisane deformacije svih delova
preseka su iste u odnosu na referentnu tacku.

(1) = (e£1) = . = (L) (2.20)

Treba napomenuti da se pri uspostavljanju veza (2.20), posmatraju deformacije izazvane
silama (naponima), i pri njihovim prirastima je osnovno drzati se pretpostavke o ravnim presec-
ima, dok se eventualne razlike u deformacijama delova usled viskoznih efekata u linearnoj oblasti
mogu obraditi kao vrsta optere¢enja sto ¢e biti kasnije prikazano.

Sile u preseku su jednake zbiru sila svih delova redukovanih na referentnu tacku ¢ime
dobijamo:

(FF) = Y (Ff) = S {IKF )R} = [KF) - (e5) (2.21)

Odnosno matricu krutosti preseka pri poduznim silama u odnosu na referentnu tacku
nalazimo kao zbir matrica krutosti delova preseka pri poduznim silama u odnosu na istu refer-
entnu tacku.

> KL ] = [KT] (2.22)

Matricu fleksibilnosti slozenog preseka nalazimo inverzijom navedene matrice krutosti.

2.2.2 Deformacije preseka uzrokovane poprecnim silama

Pod popre¢nim deformacijama podrazumevamo deformacije koje dovode do pomeranja
tacaka beskonacno bliskog preseka u ravni popre¢nog preseka u pravcu upravnom na osu Stapa.
Takva pomeranja se mogu opisati vektorom {eft}, ¢iji su ¢lanovi: vfy, R i 6, i predstavljaju
komponente deformacje na mestu referentne tacke R. Poznate su veze izmedju poprecnih sila
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redukovanih na centar smicanja S i deformacije ose smicanja :

T,
s Y
T T Ga,
T.
S z
— 2.23
Vor GA (2.23)
MS
0, = z
G-I
odnosno u matricnom obliku:
,.ny G}Ay 0 0 Ty
0, 0 0 &7 M?

et} = loi]- {77}

Veze izmedju deformacije referentne ose Stapa i ose smicanja se mogu napisati u obliku:

Ve, 1 0 zs—2r Yoy
R = 01 yr—ys | -{ 75,
0, 00 1 0,

R _ SR S
{ef} = (%] {}
odnosno veze izmedju poprecnih sila redukovanih na referentnu osu i osu smicanja se
mogu dobiti:

T, 1 0 0 T,
MP 2s—2Zr Yr—VYs 1 MJ

{r7} = [ )

Poprecne deformacije referentne ose se mogu izraziti preko poprecnih sila na referentnoj
osi:

ey = [ {7
= [z - [ef] - {F2)
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= ) [o) [ ()
- [e]- (1)
ef) = [m)- (o) [

pri ¢emu je [CF] matrica fleksibilnosti popre¢nog preseaka u odnosu na na poprecne sile re-
dukovane na referentnu tacku, i koja se moze dobiti u obliku:

1 zsr®  __ YSR'ZSR 2SR
Ay I I I
1 2
CR} — — .| _wysrzsek 1 | ysr® __Ysm
{ T G Iy A, + Iy Iy
ZSR __YSRr 1
I Iy I

Polaze¢i od izraza (2.23), moze se takodje izvesti matrica krutosti preseka u odnosu na
poprecne sile.

T, G-4, 0 0 Y5,
T, = 0 G-A, 0 v
M5 0 0 G-I 0,

S 5 S
{Fry = [m3] - {et)
Izrazavajuéi sada generalisane deformacije tacke ose S preko generalisanih poprec¢nih de-
formacija referentne tacke R, dobijamo opet izraze:

s, 1 0 zp—2zg Yoy
or = |01 ys—yr | -{ R
0. 0 0 1 0.,

s RS R
{et) = (1] {1}

U odnosu na redukciju sa centra smicanja S na referentnu tacku R, koja je izvrSena
matricom [TﬁR] ovde je redukcija vrSena matricom [Tﬁs] u kojoj vandijagonalni ¢lanovi imaju
iste vrednosti ali promenjenih su znakova. Sli¢no je i sa redukcijom poprecnih sila, sa centra
smicanja na referentu tacku:

{rf} =[] {F7)

Odnosno, transformacija matrice krutosti preseka u odnosu na poprecne sile, sa centra smicanja
na referentu tacku se sprovodi transformacijama:

{rF} =[] - {F2)
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SREIRES
| (R[] {F)
7| {f)
[f) = [r#] - (k3] (]
¢ime se dobija matrica krutosti preseka u odnosu na poprecne sile redukovane na referentu
tacku.

7
7
L

A, 0 Ay zRs
Kf|=G-] o A, A ysr
Ayzrs Asysr L+ Asydp + Ay 255

Zbirna matrica fleksibilnosti

Ako generalisane sile poredjamo u niz : N, T,, T,, M, ]\/[f, ME redukovan na referencnu
osu Stapa dobijamo matricu fleksibilnosti preseka ¢iji su elementi odgovarajuci ¢lanovi matrica
[CE]i [CE] . Vrednosti koeficijenata su:

OR 1 ISyor® = 205 ycrzcr + IS 20R’
bt E-A E-JS
1€ y-YCR — ICzcn
Of5 = _05}:51 - E-JS
¢ —1¢
’ ’ E : J2
1 ZSRQ
ck =
22 G- A, LR I,
CR. — (R — _YSR'ZSR
2,3 3,2 G i ]t
ZSR
054 = CfQ a1 I, (2.24)
1 Ysr®
Cck, =
38 = GA G-,
YSR
Cia = Ch G,
1
ck =
b G-I
CR _ _IZC
> E-J§
R R —1
056 = 06,5 = E. 1@1]20
c
CR _ [y
00 E-J§
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dok su clanovi ispod dijagonale delom simetri¢ni, odnosno kada bi peta vrsta imala
promenjene znake, matrica bi bila simetric¢na.

Koris¢enjem izraza (2.24) za odredjivanje clanova matrice fleksibilnosti, izraz (2.5.a) se
svodi na izraz (2.25) u kome, matrica fleksibilnosti ne zavisi od stanja napona, deformacija ili
probnih vrednosti.

{1} =[cf] {FF} & f =ChRf (2.25)

Na slican nacin se matrica krutosti poprecnog preseka u odnosu na poprec¢ne i poduzne

sile, dobija preuzimanjem odgovarajucih ¢lanova matrica {K ﬂ i [Kﬂ. Na taj nacin dobijamo
¢lanove:

Ky = E-A

Kl = —KN=—-FE-A-zn

Kfy = Kgy=—-E-A-yer

Ky, = G-A4A,

Ky = G-Ay- zgs (2.26)
Kfs = G-A

K:)i; = Kf?,:G'Az'ySR
Ky = G-(Ii+ A, yep+ Ay - 21g)
Ky = —E-(A zpe+ 1)

Kf = —KIf=E-(IS.+ A 2cr-yor)

Ké%ﬁ = E-(Izc—l—A-ysz)

Pri izvodjenju matrice krutosti stapa metodom deformacija, koriste se operacije prikazane
izrazima (2.27) u kojima je potencijal izrazen preko rada unutrasnjih sila. Razliciti znaci za
moment savijanja M, i krivinu x,, uslovili bi da se u navedenom izrazu, pri sumiranju, taj clan
unese sa suprotnim znakom. Umesto toga, pri tom izvodjenu ée se koristiti matrica K~ ¢iji
se ¢lanovi razlikuju od matrice K samo po znaku ¢lanova pete vrste i za razliku od matrice
K% je simetri¢na.

Matrica fleksibilnosti preseka konstantnih karakteristika materijala se moze upotrebiti i
za dobijanje matrice fleksibilnosti preseka koji se sastoje od vise delova, od kojih je mater-
ijjal u svakom od njih u homogen(iste su vrednosti modula elasti¢nsti i modula smicanja u
svakom delu). Sli¢no postupku sa generisanjem dela matrice fleksibilnosti za vezu deformacija
i naprezanja izazvanih poduznim silama iskazanim izrazom (2.21), u ovom slucaju vaze sledece
pretpostavke:

1. Slozeni presek se ponaSa kao celina (ostaje ravan pri deformaciji) . Oblik poprecnog
preseka se ne menja ve¢ se kao celina translira ili rotira u svojoj ravni.
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2. Raspored napona po delovima popre¢nog preseka (pri savijanju i torziji) je isti kao da je
deo nezavisno od ostalih delova bio izlozen tim poprecnim silama.

U postupku formiranja matrice krutosti slozenog preseka na izlozeni na¢in, posredno su
uvedene navedene pretpostavke koje su problematicne, naroc¢ito druga od njih . Sa druge strane,
pri usvajanju veza izmedju poprecnih sila i generalisanih deformacija preseka, izrazenih izrazom
(2.23), koris¢ene su veli¢ine A, , A, i I; koje nisu geometrijske karakteristike u smislu u kome
su to momenti inercije i povrsina, ve¢ velicine koje su odredjene na osnovu rasporeda napona
i usled njih uprosecene deformacije usled zadate sile. Odredjivanje ovih veli¢ina za proizvoljni
oblik poprec¢nog preseka i za homogeni materijal je problem koji se resava nekom od pribliznih
metoda uz usvajanje dodatnih pretpostavki.

Uticaji i efekti krutosti na poprecne sile ( T, T, i M, ) u realnim konstrukcijama je
relativno mali u odnosu na uticaje i efekte koje daje krutost na poduzne sile ( N , M, i M,
), te se u velikom broju metoda teorije konstrukcija i zanemarivao. Prikazani postupak se
moze primeniti relativno uspesno, uz napomenu da se odredivanje krutosti poverava objektu
poprecnog preseka i izoluje od ostalog dela programa. To omogucava da u buduénosti razvijeni
postupci budu jednostavno implementirani.

Moze se tekodje konstatovati da ¢e izlozen postupak nalazenja matrice fleksibilnosti dobro
opisati krutost na poduzne sile i nehomogenih preseka, dok ¢e krutost na poprecne sile biti
problematicna pre svega zbog toga Sto je polje napona u preseku u mnogome razlic¢ito od polja
napona nezavisnih preseka.

2.2.3 Generalisane inercijalne sile u preseku - matrica masa preseka

Tema ove doktorske teze je pre svega orijentisana ka modeliranju efekata materijalne ne-
linearnosti i viskoznih efekata kod linijskih nosac¢a. Primenjen postupak je doveo do mogucénosti
usvajanja proizvoljne ose kao ose Stapa a time i do efekata o kojima se mora vodiri ra¢una pri
odredjivanju matrice masa elementa. Izdvajanje referentne tacke umesto tezista dovodi i do
specificnosti pri odredjivanju inercijalnih karakteristika poprecnog preseka. Usled generalisanih
ubrzanja referentne tacke u preseku, moze se odrediti ubrzanje proizvoljne tacke u preseku a
time i inercijalne sile (kao zapreminske sile u delu stapa duzine dx). Inercijalne sile se mogu
redukovati na osu Stapa i pravce lokalnih osa ¢ime se dobijaju inercijalne sile preseka koje su
sa navedenim ubrzanjima vezane matricom masa preseka. Kao referentna pomeranja preseka
posmatramo pomeranja i rotacije referente tacke u preseku (ose Stapa): ug,uy, Uy, 0y, Kyik,

odnosno vektor pomeranja:
uB
{uR} N N { iﬁi }

vektor pomeranja proizvoljne tacke u preseku se moze naéi preko ovog vektora i vektora
i vektora polozaja tacke u preseku 7

T(F) = ul + ok x 7

SRS
Ve R m

S
oy

e
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kako se ista relacija moze napisati i za ubrzanja to se inercijalna sila na delu zapremine
dV moze naéi u obliku :
e S S S S
dF'(r) = —pi(r)dV = —p - (0" + ¢" x 1) dV
redukcija ove sile na referentnu tacku u preseku Ce dati prirast vektora sila i vektora
momenata:

dFTR(7) = —pu()dV——p (GF 4 @R x ) dv
dM'™B(7) = rxdFIR()——prxu()dV
= —p- TX(_}>2+Q?Xf>dV

Integracijom ovih veli¢ina po celom popre¢nom preseku dobijamo inercijalne sile i mo-
mente:

IR
IR = afVFax(F)dv :—p-/A((ﬂ_R)wﬁxf) dA

kako je vektor polozaja vektor u ravni yz to se moze prikazati u obliku 7=y - j—i— 2k pa se
navedeni vektor sila moze prikazati preko svojih komponenti u obliku :

FIF — —p <a5§A+ ¢;}/Asz — ¢f/ ydA> = ( i A+ G — Sf)
Ff = —p(iffa+ gf [ zaa) = —p (A + gS))
FIf = —p (quJrgéf/AydA) = —p (@A + g1ST)
odnosno vektor momenata:
i j k
M = —p- 0 Y z dA
A Ul 4+ gtz — pfy all + pfz a4+ ¢y
ili prestavljen preko komponenti vektora:

MIE = —p [ (ilfy—iflz + puly? + 2) dA = —p- QB SE — il SF + G.11)
szR = —p- /A(UfZ + SbyZQ —¢yz)dA = —p- (ﬂfo + Pyly — P21y2)
M = —p. /A(—iify — Gyyz + P) dA = —p - (=i ST — Gyl + ¢.1,,)

odnosno, ako se napiSe relacija u matri¢cnom obliku dobija se:

(P} = -]

] =
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2.3 Integracija deformacije stapa

Pri resavanju problema analize konstrukcije, koji je u najopstijem slucaju prikazan izrazom
(1.1), usvajaju se nepoznate veli¢ine koje se uobi¢ajeno nazivaju stepeni slobode. Usvajanje
pomeranja ¢vorova kao osnovnih nepoznatih u sistemu je najceséi slucaj. Potreba buduce uni-
verzalnosti uslovljava izbor pri kome ta pomeranja ne zavise od konkretnog konac¢nog elementa.
Bez obzira da li je to linijski - 1D, povrsinski 2D ili zapremiski 3D element, pomeranja moraju
biti ista. To dovodi do usvajanja tri translatorna i tri rotaciona stepena slobode po ¢voru kao
osnovnih pomeranja ¢vora.

U nekim slu¢ajevima se javljaju i dodatni stepeni slobode u ¢voru koji su specificni za
odredjeni element (deplanacija kod tankozidnih) ali njihova primena je veoma problemati¢na
sa stanovista povezivanja sa drugim elementima.

Takodje, cesto se uvode i razlicite vrste unutrasnjih stepeni slobode, ali se na nivou
elementa oni eliminisu pre uvodjenja u sistem (1.1) (vrsi se njihova staticka kondenzacija).
Otuda se pod spoljasnjim stepenima slobode elementa smatraju one vrednosti koje ulaze kao
nepoznate u celom sistemu.

Formiranje izraza kojim se odredjuju doprinosi linijskih elemenata sistemu (1.1) je pred-
met ovog poglavlja.

Doprinos linijskog elementa vezama izmedju osnovnih nepoznatih se u slucaju linearnog
problema svodi na odredivanje matrice krutosti i odredjivanje doprinosa opterecenja po ele-
mentu sistemu jednacina.

U slucaju nelinearnog problema, u zavisnosti od fomulacije, postupak postaje znatno
slozeniji i zavisi od algoritma koji se primenjuje. Najcesée se primenjuju iterativni postupci
i u okviru njih inkrementalno iterativni. Ali u svakom slu¢aju, u svakoj iteraciji se ocekuje
linearna veza izmedju veli¢ina na krajevima za pretpostavljene probne ( trial ) vrednosti. U
slucaju elasticnog ponasanja (linearnog ili nelinearnog) , za trenutna stanja moguce je saciniti
tangentnu matricu krutosti (u [9] se za takav tip nelinearnosti korisit termin (smouth) glatka
nelinearnost). U sluc¢aju osteéenja bilo kakve vrste ili plasticnog ponasanja dolazi do slozenijih
pojava. Ve¢ na nivou preseka nije moguce imati tangentnu matricu veza generalisanih sila i
deformacija, veé¢ se ona obezbedjuje za usvojenu vrednost (usvojen pravac vektora prirasta)
generalisanih sila ili deformacija. Da bi se ovo ilustrovalo, mozemo posmatrati najjednostavniji
primer, Stap od idealno elastoplasticnog materijala optere¢en samo aksijalnom silom zatezanja.
U slucaju da je doslo do plastifikacije, u zavisnosti od pravca prirasta opterecenja, aksijalna
krutost ¢e se menjati. U slucaju prirasta deformacije Stapa, ona ¢e biti jednaka nuli, dok u
suprotnom pravcu ¢e biti jednaka pocetnoj. Treba takodje naglasiti da mada ove veze zavise od
prirasta, u literaturi se ¢esto koristi termin tangentna matrica kako bi se ilustrovala tangentnost
na putanju toka resavanja problema.

Pri uspostavljanju veza izmedju statickih i deformacijskih veli¢ina Stapa usvajaju se
funkcije koje ¢e opisivati polje sila ili deformacija duz stapa u funkciji vrednosti na krajevima
stapa. U zavisnosti od veli¢ina koje se usvajaju kao nepoznate razlikujemo slede¢e metode:

e Metoda sila - U ovoj metodi, osnovne nepoznate su sile, dok se pomeranja (deformacije)
izrazavaju u funkciji sila. Polje statickih veli¢ina se prikazuje u funkciji usvojenog vek-
tora osnovnih nepoznatih veli¢ina a to su sile na kraju Stapa. Svaka staticka velic¢ina se
nalazi kao linearna kombinacija osnovnih nepoznatih i vrednosti interpolacionih funkcija.
Koriste se veze izmedju statickih i deformacijskih veli¢ina u preseku i dobijaju se de-
formacije preseka. Integracijom deformacija preseka odredjujemo vrednosti pomeranja
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krajeva Stapa. Tako dobijamo deformacije na krajevima stapa kao linearne kombinacije
osnovnih statickih veli¢ina. Ta veza se u matricnom obliku prikazuje kao proizvod matrice
fleksibilnosti Stapa i vektora osnovnih nepoznatih.

e Metoda deformacija - U ovoj metodi, osnovne nepoznate su deformacije. Polje deforma-
cijskih veli¢ina se izrazava u funkciji usvojenog vektora osnovnih nepoznatih velic¢ina a
to su po pravilu vrednosti deformacija na krajevima stapa. Sve deformacijske velic¢ine
se izrazavaju kao linearne kombinacije osnovnih nepoznatih i vrednosti interpolacionih
funkcija. Koris¢enjem veza izmedju sila i deformacija u preseku, ¢lanove matrice krutosti
mozemo odrediti direktno na osnovu poznatih vrednosti deformacija preseka u funkciji
pomeranja na krajevima.

e MesSovita metoda - Ova metoda je, na posredni nacin, kombinacija navedenih metoda.
Naime, polja statickih i deformacijskih veli¢ina se usvajaju u funkcijama osnovnih nepoz-
natih. Minimiziranjem se dobijaju veze a njima i sama matri¢a krutosti.

Svaka od ovih metoda ima svojih prednosit i mana. Metoda deformacija je veoma efikasna
pri analizi efekata geometrijske nelinearnosti. Mane su joj u mogué¢im oblicima deformacije koji
moraju biti usvojeni pri usvajanju interpolacionih funkcija. U nekim slucajevima to dovodi do
generisanja suvise krutih elemenata (¢uveni shear loock ). Metoda sila ima svoje prednosti koje
dolaze do izrazaja ukoliko se analizira problem materijalne nelinearnosti uz ignorisanje efekata
geometrijske nelinearnosti.

U svakoj metodi, se mogu ocekivati rezultati koji ¢e opisivati uticaje kao linearne kom-
binacije usovjenih interpolacionih funkcija. U metodi sila se usvajaju funkcije sila na staticki
odredjenom osnovnom nosacu, koje ne zavise od promene mehanickih kakteristika (krutosti)
duz stapa. Sa druge strane, u metodi deformacija, u slu¢aju primene samo dva ¢vora na Stapu,
nuzno se uvajaju glatke funkcije deformacije, odnosno usvaja se pretpostavka da ¢e deformisana
osa biti glatka kriva. Ako zamislimo deformaciju proste grede, optere¢ene koncentirsanom silom
na polovini, pri nelinearnom ponasanju, oblik i deformacija grede u celini ne¢e moc¢i da bude
kvalitetno opisana glatkim krivama.

Drugu grupu problema namecu pretpostavke kojima odredjujemo deformaciju duz grede.
U osnovi kod grednog nosaca se sve redukuje na osu Stapa. Pretpostavka ravnog preseka je
siroko zastupljena, dok se razlike javljaju pri opisivanju polozaja preseka pri deformaciji u
odnosu na deformisanu osu Stapa. Pri tome se usvaja jedna od dve pretpostavke:

e Presek ostaje upravan na osu stapa u toku deformacije (upravan je na deformisanu osu
Stapa) kao Sto je prikazano na slici 2.6. Ova pretpostavka, dovodi na posredan nacin
do zanemarivanja uticaja transverzalnih sila na deformaciju stapa. U najvec¢em broju
realnih problema sa kojima se susre¢u gradjevinski nizenjeri ta pretpostavka je potpuno
opravdana a u literaturi se moze naé¢i pod nazivom: Klasi¢na teorija grede, inzenjerska
teorija grede ili Euler-Bernoulli (EB model) u [9].

e U toku deformacije Stapa, presek ne mora biti upravan na deformisanu osu Stapa, kao sto
je prikazano na slici 2.7 . Ova pretpostavka dozvoljava modeliranje uticaja transverzalnih
sila na deformaciju Stapa. Greda na kojoj se usvaja mogucénost ovakve deformacije naziva
i TimoSenkova greda [9)].

Problem nastaje sa elementom koji ima samo dva ¢vora (bez unutrasnjih ¢vorova). Takav
slucaj deformacije grede u ravni je prikazan na slici 2.8. Kako za poprecna pomeranja
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Slika 2.6: Deformacija grede u klasi¢noj teoriji grede

i rotacije imamo samo cetiri stepena slobode, usled nezavisnog polja rotacije preseka od
poprecnog pomeranja, dobijamo linearnu funkciju rotacije (u funkciji rotacije krajnjih
¢vorova) i linearnu funkciju popreénih pomeranja. To znac¢i da Stap u toku deforma-
cije ostaje prav, dok se rotacija javlja kao posledica obrtanja ¢vorova. Na slici 2.8 su
za istu deformaciju ¢vorova, prikazani deformisani oblici klasi¢ne i Timosenkove grede.
Kako je pretpostavljena deformacija takva, da je rotacija oba ¢vora ista, linearna inter-
polacija ¢e dovesti do konstantnog obrtanja preseka duz grede. Uocavamo da je usvojena
pretpostavka o odvajanju rotacije preseka od obrtanja ose Stapa, dovela do deformacije
u kojoj se, kod Timosenkove grede, pri istoj rotaciji krajnjih ¢vorova, sva deformacija
predala deformaciji smicanja preseka (bez savijanja).

U realnim inzenjerskim konstrukcijama, deformacija usled smicanja preseka su reda veli¢ine
10~ radiana, dok su rotacije ¢vorova a time i ose §tapa reda velicine do 10! radiana.

Otuda su uticaji zanemarivanja smic¢ué¢ih deformacija (primena klasi¢ne teorije Stapa)

dovodili do relativno malih greski. Sa druge strane, deformacija prikazana na slici 2.8 b)

, je nerealna jer je prema usvojenim pretpostavkkama, znac¢ajan deo deformacije poveren

smicucoj deformaciji preseka dok je realna krutost na smicanje velika u odnosu na krutost

na savijanje.

Problem shear loocking-a se u literaturi prevazilazi na razne nacine. Od elemenata sa
unutrasnjim ¢vorovima (kad postoji vise stepeni slobode, te promena ugla nije linearna
funkcija), selektivne integracije ili pretpostavka kojima se umanjuje uticaj smic¢uce defor-
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Slika 2.7: Deformacija grede u "Timosenkovoj teoriji’ grede

macije duz stapa do usvajanja odnosa povrSine smicanja i momenta inercije koje treba
koristiti da bi se dobili zadovoljavajuéi rezultati.

Navedeni postupci i pretpostavke koje se moraju usvojiti primenom metode deformacije u
mnogome umanjuju efekte koje smo obezbedjivali finom integraciojom veza generalisanih sila i
deformacija u preseku koji je prikazan u prethodnom poglavlju. U slu¢aju da se mogu obezbediti
relativno pouzdane funkcije pomeranja i njihovih izvoda, koje ¢e obezbediti polja deformacija
adekvatna onim u realnim konsturkcijama, primena metode deformacija u odredjivanju ¢lanova
matrice krutosti bi bila potpuno primerena. Sa druge strane, postupak generisanja matrice
krutosti slozenog preseka jednostavnim sumiranjem matrica krutosti delova preseka stimulisu
upotrebu elemenata izvedenih na osnovu metode deformacije. Ukoliko je podela stap podeljen
na veéi broj manjih Stapova, problemi vezani za shear loock-ing se smanju.

2.3.1 Integracija matrice krutosti metodom deformacija

U ovom delu je izvedena matrica krutosti uz koris¢enje slozenih veza izmedju sila i defor-
macija u preseku. Usvojeni oblici interpolacionih funkcija deformacije su takvi da omogucavju
uticaje transverzalnih sila. To naravno dovodi do prethodno pomentuih problema sa prevelikom
krutosti, ali izostavljanje tih efekata bi matricu krutosti preseka sveo na krutost na poduzne
sile (N, , M, ,M, i M,).
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Slika 2.8: Deformacija grede: a) klasiéna greda i b) Timosenkove greda pri istom pomeranju
¢vorova i identi¢nim rotacijama krajeva

Mogucéa pomeranja

Ogranicen broj stepeni slobode (po Sest na svakom kraju), je ogranic¢io i izbor funkcija
pomeranja. Usvajanje rotacije preseka kao velicine nezavisne od popreénog pomeranja ose
Stapa, dovodi do toga, da Sest nezavisnih veli¢ina treba opisati funkcijama na osnovu 12 veli¢ina
na krajevima stapa. Linearne interpolacione funkcije su jedini preostali izbor.

Na slici 2.9 je prikazana deformacija ose Stapa i pomeranje preseka u xy i xz ravni.

Rotacije preseka ¢, 1 . se na krajevima Stapa izjednacavaju sa spoljasnjim stepenima
slobode. Tri veli¢ine su medjusobno vezane: rotacija preseka (¢, i ¢,) , rotacija ose Stapa (nagib
elasti¢ne linije : Jv/0z ili Ow/0x) i klizanja (Vs 1 V4y). Pomeranja u popreénom praveu (v iw),
kao i rotacije preseka se predstavljaju interpolacionim funkcijama, dok se klizanja izrazavaju
na sledeci nacin:

Yy = %_sz

T = ety

Linearna interpolacija pomeranja duz Stapa daje vrednosti samih pomeranja:

w(z) = ui(l—=7)+usf pu(x) = @ui(l = F)+ Pu2f
v(e) = n(l=F)+wvi 5 o) = el —F)+ee
w(r) = wi(l—7)+wf () = pa(l—7)+ w2t
odnosno klizanja:
Yayl@) = = Z L (a1 - %) + %2%)
T T wy — wq

%cz(x) = SDyl(l_L)‘}‘(P?ﬂZ"' I

Potencijalna energija elasticnog sistema se moze izraziti u funkciji pomeranja krajeva
Stapa u obliku:

mo= [ e (2.27a)

40




GLAVA 2. MODELIRANJE

2.3. INTEGRACIJA DEFORMACIJE STAPA LINIJSKIH NOSACA
v
v
” oz
deformisanti oblik Y
ose 1 preseka u ravnit ry\_\
dv
y // ox
// 2
B 8
%m AR TS X

deformisani oblik
ose 1 preseka u ravni xz

Slika 2.9: Deformacija ose grede i pomeranje preseka u ravnima xy i xz
S R G A R T (2.27D)
2JL '
1 _
- 3 /L LK ey (2.27¢)

Clanovi vektora {e®} su genralisane deformacije i mogu se naéi na osnovu usvojenih
interpolacionih funkcija i vrednosti pomeranja ¢vorova:

'7a:y 736y
=1 =1 oe v =1B-{U} (2.28)
Kz %

41



GLAVA 2. MODELIRANJE

2.3. INTEGRACIJA DEFORMACIJE STAPA LINIJSKIH NOSACA
(1) 0 o o o o ]
L Ul
0 —(f) o0 0 0 0 v
1
0 0 —(3) o0 0 0 e
0 0 0 —(+) o0 0 a1
0 0 1-%2 0 —(3) 0 Pyt
= 0 -1+2 0 0 0 —(1)] - ‘PU” (2.29)
1 0 0 0 0 0 v
1 2
0 1 0 0 0 0 W
0 0 1 0 0 0 ,
0 0 0 1 0 0 o
0 0 z 0 1 0 !
T 1 P22
0 —(%) o 0 0 )

Potencijalna energija se na taj nacin moze izraziti kao kvadratna funkcija pomeranja na kraje-
vima:

1 /L
m= 3 /0 BiyU, K/~ B;yU,d A (2.30a)
1 L
- 53U, /0 By K/ B;ydAU, (2.30D)
Diferenciranjem potencijalne energije po nepoznatim pomeranjima, dobijamo ¢lanove ma-

trice krutosti Stapa:

011
80,00,
L
— /0 Bim K~ BjydA (2.31)

Kslm =

Na osnovu izraza (2.31), se za slucaj konstantnih karakteristika preseka duz stapa, mogu
odrediti funkcije clanova matrice krutosti u zatvorenom obliku. Ova matrica je, zbog svoje
veli¢ine, predstavljena preko cetiri submatrice:

[ [K11]  [K12] [K13] [K14]
s — [K12]" [K22] [K23] [K24]
T k)" (k13" [K33] [K34]
| [K14)" [K24]" [K34)]" [K44]
M k(LD k(12 k(1,3)
L L L
K11 = | Ko ke key (2.32a)
E(3,1)  k(3,2) k(3,3)
L L L L
I (L) (4.2 (1) r
[KlZ] _ —k(23,1) _|_k(5L,1) —k(23,2) +k(%2) —k(23,3) +k(5L,3) (232b)
k(2,1) +k(6,1) k(2,2) +k(6,2) k(2,3) k(6,3)
L 2 L 2 L 2 L
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r k(1,1 k(1,2 k(1,3
Gt L) e
[K13] = | —(H31) — (HE2) _ (189 (2.32¢)
k(3,1 k(3,2 k(3,3
- (sh) () - ()
r k(4,1 k(4,2 k(4,3 T
R P v
[K14] = e — B e — 2 o — S (2.32d)
k2D k(6,1 k(22 k(62  k(23)  k(63)
L ~2 L 2 L 2 L
r k(4,4) —k(4,3) | k(4,5) k(4,2) | k(4,6)
L 2 T71 2 T L
[K22] = # + @ @ — k(3,5) + @ —(Ll;(?:a)) _ k(?;,ﬁ) + k(52,2) + k(5L,6>
k(2,4) | k(64) —(Lk(23 k(2,5)  k(63) , k(65 Lk(22 k(6,6
| HEA) | KEA)  —(LAEI) | HES) | KE 4 KD 22) 4 1(2,6) + 4+ H6S)
(2.32¢)
T (k(1,4)) k(1,3)  k(L5) —k(1,2)  k(1,6) 17T
L 2 L 2 L
_ k(2,4 k(2,3)  k(25) —k(22) k(2,6
[K23] = _( (L )) (2 ) _ (L ) (2 ) _ (L ) (2.32f)
—k(B34)  k(33)  k(B35) —k(32) _ k(36)
L L 2 L 2 L
T (k(4,4) k(4,3)  k(4,5) —k(4,2)  k(4,6) T
L 2 L 2 L
_ —k(34) k(54 Lk(33) k(55 —Lk(32)  k(3,6)+k(2) k(56
(K24] — (.4) _ ki54) 63 _ Ko (32) _ HBEKG) _ k(5S)
k(24)  k(64)  —Lk(23)  k(25)—k(63)  k(65) Lk(2,2)  k(6,6)
L ~2 L 6 2 L 6 L
(2.32g)
Tok(L1) k(L2 Kk(L3)
L L L
K33 = | K2l ke2) k2 (2.32h)
E(3,1)  k(32)  k(3,3)
L "L L L
I k(4,1) k(4,2) k(4,3) T
L L L
_ kB | kG k(B2 | k(G2 k(B33) | k(53) .
[K34] = o S e o) 2 (2.321)
—k(2,1) | k(61) —k(22) | k(62) —k(23) |, k(63)
|~ t 7L >t 71 >t 1
r ke(4,4) k(4,3) | k(4,5) —k(4,2) | k(4,6)
L 2 T 1 5 T 1
[K44] — k(?;,4) + k(t'l):él) Lkg3,3) . k(g, 5) + k:(i,f)) kaz:))(3,2) + k(3,6);k(5,2) + k(iﬁ) (232,])
—k(24) | k(64) —Lk23) k(25-k63) , k65 Lk(22 k(6,6
(4) | KOH) —LKGY)  HESKE3) 4 KO 22 _ 13 6) 4 kOO

U izrazima (2.32) je sa k(i, j) oznacen odgovarajuéi clan matrice krutosti preseka K%~ . U
slucaju poklapanja referentne ose sa teziSnom osom i osom centra smicanja pri cemu je poprecni
presek homogen dok se glavne centralne ose inercije preseka se poklapaju sa popre¢nim osama
Stapa (y iz ), matrica kruosti je znatno jednostavnija, i ima sledeéi oblik:

(K11 [K12]
[Ks] = [[mz]T [K22]]
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F4E 0 0 0 0 ]
0 G 0 0 Gy
GAz GAz
[K11] = 8 8 8 G(L)” B (02) 8 (2.33a)
0 0 —(%=) o Ebgcst 0
L0 S0 0 0 Blz 4 GAyL |
() o0 0 0 0 0 ]
0 (¢2) o 0 0 Gy
GAz —GAz
[K12] = 8 8 (OL ) _ (OG”) 8 8
L
0 0 Gz 0 —(B)+ o4k 0
B C ) I N
(2.33b)
(42 0 0 0 0 0 ]
0 ¢ 0 0 0 —
GAz GAz
[K22] = 8 8 8 Gj,t S 8 (2.33c)
0 0 = o Eryol 0
0 S o 0 0 Blz  GAul |

Matrica krutosti (2.33), predstavlja samo specijalni slu¢aj matrice (2.32).

Problem prevelike krutosti moguée je prevaziéi povecavanjem broja delova (Stapova) u
okviru jednog Stapa, odnosno podelom grede na vise manjih Stapova. Umesto korekcija, kojima
se u sustini ponistavaju efekti deformacije smicanja, efikasnije je Stap podeliti.

Posmatrajmo deformaciju kraja konzole optereéenje koncentrisanom silom (koja se i u
literaturi referise kao demonstracioni primer prevelike krutosti). Konzola je pravougaonog
poprecnog preseka, visine 60cm i Sirine 20cm, duzine 4m, mogula elasticnosti £ = 30G Pa
i modula smi¢anja G = 30/2,5G' Pa. Primenom teorije grednog nosaca, ugib i nagib slobodnog
kraja konzole je:

P3 Pl
)= — + — = 0.2008P
w(l) Yol + GA 0.2008
(2.34)
P2

Ako se primeni jedan Stapa duz cele konzole, dobija se znatno manja deformacija i potvrd-
juje se prevelika krutost poznata u literaturi. U tabeli 2.1 su prikazane vrednosti ugiba kao i
odnos ugiba prema tacnoj vrednosti dati u procentime, za modeliranje konzole sa jednim, pet,
deset, petnest i dvadeset Stapova.
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Br.stapova | w,(l) | w/w,(l) %
1 0,012 P 6.3
) 0,1261 P 63
10 0,1749 P 87
15 0,1884 P 93.8
20 0,194 P 96.3

Tabela 2.1: Tabela vrednosti ugiba u funkciji broja stapova pri ekzaktnoj integraciji

Moze se uociti da postupak konvergira, ali je konvergencija izuzetno spora. Pri upotrebi
jednog stapa, ugib kraja konzole je samo 6.3 % od ocekivane vrednosti, sa 10 elemenata, (Sto
odvovara duzini stapa od 40cm), ugib je 87%, dok je tek sa 20 Stapova, postignuta vrednost
ugiba od 96 %.

Sama podela grede na veéi broj manjih Stapove, sto se primene tice, ne predstavlja prob-
lem, buduci da se na modelima konstrukcija na grede oslanjaju ploce, podela grede je uzroko-
vana podelom ploca. Relativno kratke grede, opravdavaju pretpostavku koris¢enja konstantnih
karakteristika preseka u celoj gredi. Osnovano je na tako kratkoj duzini grede usvojiti kon-
stantne karakteristike preseka i efekata u njemu (ostecenja, ili trajne deformacije), ali problem
sa velikom krutoscu ostaje. Ne moze se smatrati zadovoljavaju¢im resenjem, podela konzole na
20 stapova (duzine po 20cm), da bi dobili tacnost od 96%.

U literaturi je navedeni problem dobro poznat i obradjen. Metode kojima se ovaj problem
moze prevazici su uvodjenje unutrasnjih ¢vorora kojima se omogucéava koriséenje interpolacionih
funkcija viseg reda, selektivna ili redukovana integracija i korekcija krutosti na smicanje.

U navedenoj literaturi [9] se sugeriSe resenje ovog problema korekcijom krutosti na smi-
canje (umesto G A unosenje vrednosti od 12E1/L?) sto dovodi do poznate matrice krutosti kod
koje umesto deformacije smicanja presek ostaje upravan na deformisanu osu.

Jedna od mogucnosti da se izvedu izrazi metodom deformacija koji ¢e obuhvatiti efekte
deformacije smicanja, data je u navedenoj literaturi [12] , gde su za interpolaciju popre¢nih
pomeranja koriséene funkcije ¢etvrtog stepena (slicno Hermite-ovim polinomima) uz dodatak
funkcija kojima su se unosili efekti deformacija smicanja mnozeni faktorom:

[ EPdA) 12 ([ Ez2dA
( [ GdA ) %= ( [, GiA )

Na taj nacin je korigovana ”klasicna greda ”ali se korekcija ogranicila na efekte u pocetnom
trenutku jer se integrisu vrednosti modula elasti¢nosti i modula smicanja koje se tokom nelin-
earnog ponasanja menjaju, dok je usvajanje funkcija obavljeno u pocetnom trenutku.

Navedene metode kojima se koriguje karakteristika preseka pri integraciji matrice krutosti
stapa, kako bi se dobili o¢ekivani rezultati, nisu u ovom radu prihvatljive jer se u pristupu upravo
odvaja funkcija poprecnog preseka i njegova krutost od Stapa.

Zato se pri odredjivanju krutosti primenila selektivna integracija. Ako se izvrsi numericka
integracija izraza (2.27), koris¢enjem samo jedne interpolacione tacke na polovini Stapa, vred-
nosti u matrici B postaju konstantne, odnosno izraz (2.31), postaje:

12
L2

12

0 = =

L
Ko — /0 Bim K/~ BjydA (2.35)
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= L(B@m) |o—rs2 K7 Bji lo=1/2)

ili u matriécnom obliku:

[Ks] = L[B]" [K"][B] (2.36)

Vrednosti matrice B su:

=
N——
]

=

o o o~o
I

e

N——
I
N——
i
N——
S
N—

[B] |a=1s2 = ) (2.37)

O OO OoOOoHF O O O O O
|
o=

O N ONF O O O = O~ N0 O

O OO OO O O~ N0 O O
=

OO OO O O~ ~NO O O O
|
N O OO OO NO O O O O

N0 O OO

N
—

U odnosu na prethodnu matricu B , izmenjeni su ¢lanovi: Byg,B2 12, B35 1 Bs 11 , dok su
ostali clanovi bili konstante (nisu zavisili od z) pa je do promene u matrici krutosti numerickom
integracijom samo doslo kod ¢lanova koji sadrze indekse 5,6,11 i 12. Pored toga, u integraciji,
u slucajevima kad je ordinata x bila na prvom stepenu, funkcija je bila liniearna te je njena
integracija duz stapa identicna numerickoj integraciji sa jednom tackom. Do razlike dolazi
samo u ¢lanovima koji u sebi sadrze 22 a to su ¢lanovi matrice kojima su oba indeksa iz skupa
5,6,11 i1 12. Razlike u tim ¢lanovima su prikazane u tabeli (2.38).
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Numerickom integracijom potpunom integracijom

Kss5 = L3) — k(3,5) + H&2) L3> _ k(3,5) + K69

Kss6 = —(L,2)) k(i;,ﬁ) + k(Z,Q) + k(EzG) —(L,z)) _ k(:;,es) i k(z,z) 4 k(gzﬁ)

Kss1 = Lg) - k(i’s’) L’@?‘) _ k(iﬁ))

Ks510 = (L,2)) + k(?;,a) + k(52,2) k(5L,6) —(Lk(3.2) | k(32,6) X k(52,2) B k(%ﬁ)

Ksgp = LZ) + k(2,6) + k(%ﬁ) +K(2,6) + k(%ﬁ)

Ksg = —(L,3)) _ k;(22,5) _ k(62,3) _ k((z,5) —(Lk(2,3) k(22,5) B k(ﬁz,g) B k(%5)

Kseia = Lz) — K65 L(22) _ HE0)

Ksjpqp = 263 4 k(3,5) + k(5,5) Lk(33) | k(3,5) + k(5,5)

, L L
K311,12 — (L,2)) + k(?;,ﬁ) N k(ia) + k(iﬁ) (L,2)) + k(?;6) . k(E;,Q) + k(5L,6)
Ksi212 = LQ) — k(2,6) + k(6L’6) L2) — k(2,6) + k(6L,6)

(2.38)

U prethodnim izrazima, iskoriséena je osobina simetrije matrice K%~.

U slucaju poklapanja referentne ose sa teziSnom osom i osom centra smicanja, kao i
poklapanja lokalnih osa y i z sa glavnim centralnim osama inercije poprecnog preseka, matrica

krutosti (2.33) i (2.38) , dobija oblik (2.39).
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(42 0 0 0 0 ]
GA GA
0 =z 0 0 BB
GAz —GAz
0 0 <= 9 =G4z 0
[K11] o o o <t 0 0 (2.39)
0 0 —GAz 0 Ely GAz L 0
2 L T
0 % 0 0 0 Ble | Sl
_ ’ g _
- (42) 0 0 0 0 ]
0 (%) 0 0 o
0 0 . (sz) 0 7C;Az 0
(K12 0 0 — () 0 0
0 0 GAz 0 _ (Ely GAz L 0
GA ( ’ )+ Er GAy L
- Y _ z Y
0 : 0 0 (BE) + _
(2.39b)
(4E 0 0 0 0 0 ]
GA —GA
0 € 0 0 0 =<4
GAz GAz
0 0 €= 9 5 0
[K22] o o o0 <t 0 0 (2.39¢)
0 0 G o =Hrggil 0
’
0 —GAy 0 0 0 Elz + GAy L
_ ’ t _

U prethodnim izrazima, vrednosti koje se razlikuju su uokvirene.

Ovakva matrica krutosti ima daleko bolja svojstva. U Sustini, numerickom integracijom sa
jednom interpolacionom tackom, umanjen je doprinos deformacije smicanja pri modovima de-
formacije koji odgovaraju rotacijama jednog od krajnjih é¢vorova (sa 1/3 na 1/4). Konvergencija
reSenja ovog elementa je posmatrana na navedenom primeru konzole (duzine 4m, pravougaonog
poprecnog preseka, 60/40 cm) . U tabeli 2.2 je data vrednost ugiba kraja konzole kao i odnos
ugiba prema tacnoj vrednosti dati u procentima.

Br.stapova wy (1) w/wy (1) %
1 0,151481 P 75,4
2 0,188519 P 93,8
4 0,197778 P 98,5
8 0,2200093 P 99,6

Tabela 2.2: Tabela vrednosti ugiba u funkciji broja stapova

48



GLAVA 2. MODELIRANJE
2.3. INTEGRACIJA DEFORMACIJE STAPA LINIJSKIH NOSACA

Ukoliko uporedimo vrednosti, zapazi¢emo znatno brzu konvergenciju rese nja. Vec sa dva
Stapa, vrednost ugiba je bliza o¢ekivanoj nego sa 10 stapova koji su egzaktno integrisani.

U primeni opsteg programa za strukturnu analizu, po pravilu se koriste linijski i povrsinski
elementi. Broj novih ¢vorova koji je posledica podele stapova je zanemarljiv u odnosu na broj
koji je posledica podele plocastih elemenata. Pored toga, pri povezivanju plocastih elemenata
sa linijskim, ukoliko su u istoj ravni, nuzno dolazi do podele Stapa na elemente ¢ija je dimenzija
odredjena dimenzijom plocastog elementa. Otuda se moze konstatovati da podela stapa na vise
delova nece dovesti do znacajnijeg pove¢anja matrice krutosti sistema.

Sa druge strane, ukoliko je opravdana pretpostavka da se Stap nalazi u homogenom stanju
(odnosno ukoliko se oStecenje i trajne deformacije popreénog preseka identi¢ne duz stapa) pri-
menom izraza (2.32) i (2.38) ¢e se direktno dobiti ¢lanovi matrice krutosti stapa u funkciji
krutosti preseka i time zntano umanjiti ukupan broj operacija i vreme potrebno za integraciju
matrice krutosti.

Uprkos ¢inijenici da je pri odredjivanju matrice krutosti, pri modeliranju postupka resavanja,
moguce napisati izraz (2.36) kojim se mnozenjem matrica odredjuje matrica krutosti stapa, to
bi oduzimalo nepotrebno vreme, jer je veliki broj ¢lanova matrice B jednak nuli. U programu
bi mnozenjem matrica, nepotrebno pristupali ¢lanovima koji su jednaki nuli.

2.3.2 Integracija matrice fleksibilnosti Stapa

U cilju koriséenja prednosti slozenih veza izmedju generalisanih statickih i deformacijskih
veli¢ina u preseku, primenom metode sila je mogucée sa manje elemenata bolje opisati ponasanje
Stapa, nego upotrebom istog broja Stapova ¢ije su matrice krutosti izvedene metodom defor-
macija.

To je pre svega posledica ¢injenice da se usled osteCenja, lokalizuju efekti na jednom
delu stapa. Uticaji u elementu se prikazuju kao linearne kombinacije usvojenih interpola-
cionih funkcija. Pri interpolaciji uticaja duz Stapa na osnovu uticaja na krajevima, koriste se
glatke, kontinualne krive. Lokalizacija deformacije (krivine u zoni plasti¢nog zgloba) bi namet-
ala potrebu korisé¢enja krivih koje imaju skok u prvom izvodu za popreéna pomeranja ili skok
ako se njima iskazuje rotacija. To medjutim nije sluc¢aj sa statickim uticajima. Oni u staticki
odredjenom sistemu (osnovnom sistemu Stapa) ne zavise od rasporeda krutosti za razliku od
defomacija koje zavise od rasporeda krutosti.

U ovom delu ¢e biti prikazana integracija matrice fleksibilnosti uz koriséenje slozenih veza
izmedju sila i deformacija u preseku. Za slucaj konstantnih karakteristika preseka duz stapa,
¢lanovi matrice fleksibilnosti ¢e biti izvedeni u zatvorenom obliku. Postupak se u sustini svodi
na odredjivanje pomeranja na krajevima, u funkciji usvojenih statickih veli¢ina.

Usvojeni osnovni sistem je prostorna prosta greda prikazana na slici 2.12. Zglob u prvom
¢voru (¢évoru I) , dozvoljava rotaciju oko poprecnih osa ( y i z ), dok sprecava pomeranja u
proizvoljnom pravcu i rotaciju u pravcu uzduzne ose Stapa. Oslonac na drugom kraju grede,
dozvoljava pomeranje u pravcu ose stapa (izduzenje), kao i rotaciju u proizvoljnom pravcu.

Koris¢ena je konvencija da je rotacija ¢, pozitiva kada je vektor rotacije u smeru ose, dok
je krivina pozitivna kad je r, = 0%w/dz? odnosno kad je ¢, = 9%v/dz? pozitivno, tako je doslo
do toga da je k, = —dy,/dx , k, = +dp,/dz , kao §to je prikazano na slici 2.10.

Odredjivanje deformacije Stapa je pogodnije sprovesti na konzoli kao osnovnom sistemu.
Otuda ¢e se najpre sprovesti integracija i odrediti deformacije slobodnog kraja konzole, t;j.
izduzenje Stapa, poprec¢na pomeranja i obrtanja kraja J;
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Rotacije se nalaze na osnovu deformacija konzole (kad bi évor I bio uklesten) kao sto je

wz(az) = /OZ (f}/mz(xl) - (,Oy(l'l)) d£E1

w,(r) = /Ox <%Z(x1) — /OI1 Ky(22) dl’g) dx;

prikazano na slici 2.11. Pomeranja u popreénom pravcu z ose w,(z) se nalaze integracijom
deformacije klizanja v, i rotacije ¢,.

(2.40)

deformisani oblik
ose stapa u TAVNl XY
Lo+ .
/7Xy ,

deformacija ose kao zbir
klizanja 1 obrtanja ose

................ ; \

xz 0%

By I
z S T Lt
R

deformisani oblik
ose stapa u TAUNT T2

Slika 2.10: Deformacija stapa

Da bi se dobila rotacija u osnovnom sistemu proste grede, ponistava se rotacija grede kao

celine, kao sto je prikazano na slici 2.11, tako da je rotacija Stapa:

w:(l)

0, = i

, a rotacija preseka je jednaka zbiru rotacije Stapa i rotacije preseka :

oy(x) = —/0 Ky(x1) dxy + 6,

= — /Om Ky(21) doy + } /Ol (”yzz(ﬂfl) — /0991 Ky (T2) d@) dxy

(2.41)

(2.42)
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deformisani oblik
ose konzolnog stapa

y
y
B R e / >x

deformisani oblik
ose stapa proste grede

Slika 2.11: Deformacija Stapa - rotacijom konzole se dobija deformacija proste grede

Na slican nac¢in je pomeranje u pravu ose y jednako:

vy(z) = /09” (Yay(21) + @2(21)) dry
vy(z) = /Ox (%y(%) + /0:01 Kz (T2) d$2> dr,

, kako je sa slike 2.11 rotacija Stapa kao celine:

(2.43)

to je obrtanje preseka na proizvoljnom mestu dato izrazom:

p.(r) = /O/ﬁz(afl)dxl—i—ez

z 1
= / /‘fz($1)d$1—*
0

l (%y(xl) + /Oxl K, (x2) dx2> dxy

(2.44)

Integracijom navedenih velicina mozemo dobiti deformacije krajeva stapa za poznate vrednosti
funkcija generalisanih deformacija preseka. Sa druge strane deformacije preseka su preko kru-
tosti preseka odredjene generalisanim silama ( izraz 2.25 ), uz moguénost da se doda efekat
deformacije preseka bez prisustva sila (u slu¢aju promene temperature, plasti¢nih ili viskoznih
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deformacija). Tako za poznato polje sila u Stapu (izazvano silama na krajevima ili optere¢enjem
duz Stapa) mogu se odrediti funkcije generalisanih deformacija Stapa.

Funkcije kojima se interpretira polje sila, odredjene su izborom generalisanih nepoznatih
sila odnosno osnovnim sistemom i definiSu matricu fleksibilnosti. Izabrani osnovni sistem Stapa
je prikazan na slici 2.12. Kao sile se usvajaju sile na krajevima trodimenzione proste grede
(u ¢voru I je sprecena rotacija oko X ose i pomeranja u sva tri pravca , dok je u ¢évoru J
spre¢eno pomeranje u pravcima Y i Z osa Stapa) Tako dobijamo generalisane sile koje odgovajaju
generalisanim deformacijama:

{uend} = {Al, Pad, Pyl PzI, Py, QOZJ}T (245>

Ukoliko bi se nanele sile u navedenim generalisanim pravcima, (na slobodnim krajevima gde
nisu sprecena pomeranja) dobili bi vektor sila na krajevima:

{QENd} - {N7 MacJaMyI;Mz]»MnyMzJ}T (246)

Staticke veli¢ine duz Stapa, usled svake od komponenti vektora {Qenq} su odredjene uslovima
ravnoteze i ne zavise od rasporeda krutosti duz Stapa. Svaki od ¢lanova vektora sila na kra-
jevima, dovodi do odgovarajuce raspodele statickih velicina. Vrednosti sila duz Stapa usled
komponenti vektora {Qenq} su:

1 N sve ostale sile su 0

2 M,y sve ostale sile su 0

3 M, M€ = 1 , T, —%
4 MZI ( ) ) Ty 7
5 MyJ ( ) T, = %_

Kako su generalisane deformacue ( odnosno njihovi prirasti u iterativnom postupku ) u preseku
odredjene izrazom (2.25) , to se taj izraz moze napisati:

(B8 AR Geiyer} = [CF] N T, T, ME, ME, ME)

Sile u preseku se mogu naci na osnovu polozaja preseka ¢ i sila na krajevima (¢lanovima vektora
{Qecna}) u obliku proizvoda matrica:

N 10 0 0O 0 0 N;

T, 00 (1) =t (1J = M,y

T 00 1 0 1 0 M

R _ z _ 1 1 yl
{Fr©o} = M, (Tlo1 0 0 0 0 M., (2.47)

M, 00&E—-1 0 €00 My,

M, 00 0 ¢&—-10 ¢ | M.,

Deformacije krajeva se mogu odrediti integracijom deformacija preseka, na osnovu poznatih
sila na krajevima i krutosti preseka:

Al Jelt d
x (1) Jo 0F dz
0 0
(wnay =§ =1 (2:48)
ey(l) Oy — Jo iy d
(1) 0, — Jo k. dx
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Kada se zamene izrazi iz jednacina (2.42) i (2.44) i uvede da je polozaj preseka x = 0 dobija se:

1 l x1
6, = 7/0 (%Z(xl)—/o /iy($2>dmg> dx;

1 !
0Z = l (’ny T ‘|—/ Ky .132) dl’g) dl’l

(2.49)

Koristeci veze izmedju generalisanih sila i deformacija preseka redukovanih na referentnu tacku
(jednacina 2.25) , kao i sila u preseku izrazenih preko sila na krajevima izrazom (2.47) mozemo
sporvesti integraciju jednacine (2.48) i pri tome koristimo izraze:

o= o = opE
Yoy = & = CGFf
Yoz = 5? = CingR
I A
Ky = ef = CHFf
Kk, = e = CEFF

Na taj nacin izrazi (2.49) postaje:

1l
9@/:7/0

1
‘gz = l l:cgz(l’l)FR X1 +/ Oéz ZEQ) R((L’g) dl’2:| dlEl

Cii(an) Ffi(21) — /OI1 Cﬁ(%)ER(@)d@] dxy
(2.50)

U slucaju stapa sa konstantnim karakteristikama popreénog preseka, u jednacini (2.50) mogu
se karakteristike preseka C* izvuci ispred integrala (jer ne zavise od poloZzaja preseka na stapu),
¢ime dobijamo:

1 l 1 1 —_— P
0, = 7/0 [C?EER(xl) —/0 CQER(M)%} dry = 7 {OﬁER - CSER]

(2.51)
6, — } [(JQFZR o)+ / CEFR (1,) d@} dry =~ [OQIEFR + CRFR
uvodeci oznake za integrale funkcija sila duz stapa u obliku:
Fo= [ e de
’ (2.52)

o= [ (/OCFf(f)ds) ¢
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Sile u proizvoljnom preseku su odredjene izrazima (2.47) pa se navedena integracija moze
sporvesti u obliku:

10 0 0 0 0 Ny
oo o F o M,;
B 100 0 1 0 M,
R — j l . y
{Fr} /0 01 0 o0 0 o0 | o,
002-1 0 2 0 M,;
(00 0 2-10 2 | M.,
- [ﬁ}{Qend}
(10 0 0 0 0]
00 0 -10 -1
— 00 1 0 1 0
Fl =107 0 0 0 o
00 - o L o
00 0 - o §]
[z 0 0 0 0 0| N;
00 0 =0 =E M,;
o l 0O 0 z 0 z 0 M.
R — l l . yl
{F}—/O()xo 0 0 o0 |,
00—z 0 2 0 M,;
IZ xz
] _OO 0 27_35 0 a ] MzJ
= ﬁ]'{@end}
(20 0 0 0 0]
00 0 - o0 -4
= oo L o L o0
[IF}_ oL 0 0 0 0
00 -L o £ o
00 0 L0 2]

Na taj nacin se izraz (2.48) koji odredjuje deformacije krajeva stapa, u slucaju deformacija
izazvanih samo silama na krajevima, moze napisati u obliku:

{ugnd} = [CS]'{Qend} (253>
CLFT
CiFf

 (cErt+ ety

- ~4 (PR + CLFR)

1 (cng + CR.FR) _CEFE

5577

F(Qend)

1 (CHER+ CEER) + OB

o4
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CRIF;Q;
Cﬁ[Fiij
I <O£[Fij + CglFij> Qj
0 — p
{Uend} = —1 (CSIFU + Céj[pi]) Q; (2.54)

|:—% (Cﬁ]FW + CQIF”) + CéEIFlJ:| Qj

pri éemu su ¢lanovi matrice Cs odredjeni izrazom (2.54) i mogu se ispisati po vrstama:

CSlj = Cﬁ“i\F/U
CSQj = Cﬁj\F/U
1 — =
Cng = 7 (CSIFZ] + CgIFZJ)
1 — =
1 — — N
Cssj = 7 <C§1Fij + C;;?]Fij) — CEIF,;
1 — — N
086]' = —= (CﬁIFZ] +C£IFU) +O£[FU
U razvijenom obliku, matrica fleksibilnosti je napisana izrazima (2.56).
[ Cc11 C12
Cs] = 021 (22 ]
[ LCE 7
ch?l ch4 053_ 21,5
_ LCR
(1] = LCE, LCE, CF; — =i (2.56a)
Lck Lck, | ck 3CE__3CEF,+2LCE
| cft+ 5P oy g | G it |
r _ CR _ CR CR CR b
2 1,22 L 1,6 053 + L 21,5 _01}722 + L 21,6
—_ CR _ CR CR CR
[C12] = w CR + L i o, + L i
_ G6CR+L (3CR,+3CE,+2LCE) oy n 30§ +30H,+LCl; | 3cf—3Ch,+LCl,  CF,
L 6L L 6 6 L -
(2.56b)
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r —6ck y
—2CfF -LCE, —208,-LCE, 2430l —3CR 2L CE,
2 2 6
6Ccl
3,3
€21] = | or _LCh | or _ LCR | SPEoscRoscianck (2.56¢)
3,1 2 3,4 2 6
-6C5%
_CR 4 Lcf _CR 4 LCE, - +3C7+3Cf,—LCf,
L 2,1 2 2,4 2 6 -
[ 6 052 R R R CR_ 47, CR CR. 411, CR 6 052 R R R
L 130561305212 L Cole —(6 05 +L (3CF+3 08, +L L)) L 30513 Cs—LC 5
6 6L 6
R R R R 60:53 R R R 760252 R R R
[022] = —6C35+L (_303,6+3C5,2+L05,6) L t3035—3C53—2LC55 L 13056 +3C5, 2L 5
6L 6 6
6ot —6clt 6t
2243CF—3C,~LCEy 2230l +3CE,+2LCE, 22-3CR—3CE,+2LCE,
L 6 6 6 -
(2.56d)

Izvodjene ove matrice je izvrieno programom Mathematica ( file KrutostPresekab5Final.nb)
Na taj nacin dobivena matrica fleksibilnosti se moze prikazati preko 4 podmatrice. U slucaju
da su se karakteristike poprecnog preseka menjale duz Stapa, integracija izraza (2.48) se mora
vrsiti numericki ili se mogu primeniti izrazi za Stapove sa offsetima.

Pri numerickoj integraciji ekvivalentnog ¢vornog opterec¢enja u statickoj analizi se moze
primeniti postupak priakzan u poglavljima 4.4.1, 4.4.2 ili 4.4.3. Preciznost ¢e zavisiti od broja
integracijonih tacaka u numerickoj integraciji deformacije. Pri nelinearnoj analizi, objektni
pristup ( koris¢enje objekata popre¢nog preseka ), pri integraciji deformacije i rezidualnog
optereéenja , nameée upotrebu i koriséenje diskretnog broja objekata preseka duz stapa. Stap
¢e biti podeljen na kona¢ni broj segmenata, a na svakom segmentu, karakteristike ( krutost,
deformacija i sile ) ¢e biti odredjene, karakteristikama preseka na polovini segmenta. Informa-
ciju o krutosti, deformaciji i silama u preseku ¢e obezbedjivati objekat popre¢nog preseka. U
tom slucaju je usvojena pretpostavka da su te karakteristike konstantne duz celog segmenta.
Ukoliko zelimo da krutost Stapa bude istog stepena tacnosti, kao i rezidualno opterecenje ,
matricu fleksibilnosti ¢emo odrediti uz istu pretpostavku da su sve karakteristike duz stapa
jednake karakteristikama na polovini segmenta. U tom slucaju, integraciju deformacije mozemo
sprovesti numericki, koriste¢i samo jednu integracionu tacku ( na polovini preseka ) ili ponoviti
postupak uz usvajanje funkcija konstantnog rasporeda sila duz stapa izrazenih jednac¢inom
(2.57), umesto izraza (2.47).

N 10 0 0 0 0] N;

T, 0 0 (1) =1 (1) =1 M,,

T, oo + o 1 o0 M,

R — L — I ] vl
{Fret=9 010 0 0 0 M., (2.57)

M, 00 35 0 5 0 My,

M, (00 0 o 1] (M,

Razlike koje se dobijaju u calnovima matrice fleksibilonsti su date u tabeli 2.58.
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Numerickom integracijom Analitickom integracijom
Clonn — Cfy 3055—3053+Lc;?5 Cfy  3C4-3CH+ L5|Lck,
33 7= L 6 L 6
6 Cfly+L (3 Cile+3 O§2+LO§§6) 6 Cily+L (3 Cils+3 O£2+L ngﬁ>
Csga= — 6L - 6L
Clonn — cl, n 3CF ,+3CR3+L055 cl, n 3CE +3CE+ 1.5]LCF;
3,5 7 L 6
Clon — 3C§Gf3C£2+LC§6 _cf, 3cfs—3cl,H1ojLck;  of,
3,6 — 6 L 6 L
Z5%5 5 on _30R [2]rcr Z5%s sor _ser [ 15 |Lon
Clsyn — P3G —3Cs s+ 6,5 3G —3Cs s+ L. 6,5
4,3 6 6
sz R R R 6cfy R R R
Cs —22 4308 +3C¢ 2+Lc66 22430l +30,+ 1.5 |LCEy
44 6 6
Csyo _Cha _ CHatachy _pof OB, clscl,  ch
S (1 P
R
2,2
C's 3c§6+3c L cly —3C+3C8,— 1.5 |LCE,
4,6 6
—6CF,+L (73 Cfts+3 C§2+L C§6> —6C,+L (73 Cfe+3 c§2+L c§6>
Cssa 6L 6L
03 3 6c§3
C's +3CL, 3CR —Lc§5 2 qsclt —3cl,—|1.5|LCE,
5,5 6
R -6l
C's 372+3c§6+3c§’52—Lc§6 224308 +3CE,—| 1.5|LCE;
5,6 6 6
R
2,2 1 1 1
Cs _ +30 Cég LC§6 —22+30f-3cl,—-| 1.5]LCl,
6,4 6
Cs _ —Cfy n C§ls—Cfy n LCf —CJly n C—CEy i LCf
65 — L 2 L 2
3 4
Cses — Ofy _ CfatCly | LOEs Ofy _ CfatCly | LCEs
6= 7L 2 L 2
57 (2.58)
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Kao specijalan slucaj, kada je ceo presek homogen (istog modula elasti¢nosti i modula
klizanja), odnosno, kada se umesto vrednosti C’g koje su odredjene na nivou poprecnog preseka
(koji ne mora biti homogen), upotrebe izrazi (2.24), izrazi za ¢lanove matrice fleksibilnosti se
transformisu i matrica fleksibilnosti se izrazima (2.59) prikazuje preko ¢etiri submatrice.

L <J2+F1yyt2—2F1yzytzt+FIz zt2) 0 L (Izzt—Iyzyt)
EoF J2 2FEo0J2
[C11] = 0 L (= (2.59)
GIt GIt
LIz zt—Iyz yt) _ (ys IzL + 1 + ys2
L 2Fo0J2 GIt 3FEo0J2 LG Az LGIt |
[ L(Iyzzt—Iyyt) L (Iyzyt—Iz zt) L (Iyyt—Iyz zt)
2Fo0J2 2Fo0J2 2FEo0J2
= I -1 _ (¥ _ (&5
C12] (&) (&) (&) (2:59b)
Iyz L + EEL 1 + ys> _ _IzL yszs _ lyzlL
L 3Eo0J2 GItL | LGAz LGIt 6FEoJ2 | GItL 6 FEoJ2
[ L(Iyzzt—Iyyt) | [ zs Iyz L 4 yszs ]
2Fo0J2 GIt 3FEoJ2 GItL
- L(Izzt—Iyzyt) | _ [ ys 1 ys2 Iz L
[C21] = 2 FoJ2 Gri) | 7oAz T LGT T 6B0 72 (2.59¢)
L(Iyyt—Iyzzt) | ([ zs yszs _ IyzL
L 2FEo0J2 It GItL 6 EoJ2 i
i Iy L + 1 + 282 yszs _ IyzL 1 + 282 IyL
3FEo0J2 LG Ay LGIt LGIt 6Fo0 J2 LG Ay LGIt 6 Eo J2
_ yszs _ lyzL 1z L 1 ys? lyz L yYs zs
[022] - LGIt 6Fo0J2 3Eo0J2 + LG Az + LGIt 3Eo0J2 + GItL
1 + 282 IyL Iyz L 4 yszs IyL + 1 + 25>
| LG Ay LGIt 6 FoJ2 3FEo0J2 GItL 3FEo0J2 LG Ay LGIt |
(2.59d)

U slucaju poklapanja referentne ose sa tezisnom osom i osom centra smicanja, kao i
poklapanja lokalnih osa y i z sa glavnim centralnim osama inercije popre¢nog preseka (J2 =
Iylz | Iyz = 0)izrazi (2.59) postaju jednostavniji, dok se matrica fleksibilnosti svodi na izraz

(2.60):
[ == O 0 0
L

0 reies X 0 . 0

[CS] _ 0 0 GA2L+3Eon L 0

0 0 1 0 . —GAyLJr

0 0 GAzL = 6Eoly . 0

L 0 0 0 GAyL

0 0
0 0
SR 0
GAz L 6 Eoly
L 0 S B
3Folz GAy L 6FEolz
1L 0
GAz L 3FEoly
L 0 1L
6FEolz GAy L 3FEolz
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(2.60)

Pri numerickoj integraciji sa jednom tackom na polovini Stapa, izraz (2.60), postaje:

L
WL 8 ; 8
0 0 1. L 0 L 0
{CSCPN} _ 0 0 GAzL 0 4Foly L . GAz L 0 4Foly . .
GAyL " 1Bolz GAyL ~ 4Bolz
0 0 Gaz — 1hry 0 GAT T TEeTy 0
[ 00 0 GAyE ~ TEoT: 0 @Ayt T TET: |
(2.61)
Inverziojom matrice (2.61), dobija se bazna matrica (2.62):
[ EoE 0 0 0 0 ]
0o <kt 0 0 0 0
0 0 Eoly  GAzL 0 GAzL _ FEoly 0
KOPN — L 4 Eol: |, GAyL 4 GAyL _ Eolz
8 8 GA:L (i Eoly g j(L) ! Eoly J(: g oyt
1 L L 1
00 0 — (Bolz) 4 GAuL 0 Eol: | Gyl |
(2.62)

Primenom transformacija (2.68) na baznu matricu krutosti (2.62), koja je odredjena in-
verzijom numericki integrisane matrice fleksibilnosti (2.61), dobija se matrica krutosti koja
identi¢na numericki integrisanoj matrici krutosti, odredjenoj primenom metode deformacije
(2.39).

Deformacije krajeva Stapa usled optereéenja

Deformacije krajeva Stapa posmatramo na staticki odredjenom - baznom stapu. Od in-
teresa su pomeranja krajeva Stapa koja nisu sprec¢ena u staticki odredjenom sistemu prikazanom
na slici 2.12.

{tena} = {AL @2(1), £,(0), :(0), 0 (1), ()}

Usled dejstva sila u navedenim generalisanim pravcima, (u pravima na slobodnim krajevima
gde nisu spre¢ena pomeranja)

{Qena} = {N, Myy, Mys, M1, M,;, M., 3"

F

dolazi do deformacija krajeva izazvanih ovim sliama koje su obelezene sa {uend

} , koje se
mogu odrediti na osnovu krutosti stapa i prema jednaé¢ini (2.53). Usled optereéenja stapa
takodje dolazi do deformacija u pravcima u kojima nije spreceno pomeranje i ta defomacija ¢e
biti obelezena sa {u? ,}. Ove veli¢ine se mogu odrediti na osnovu izraza (2.48) i za poznate

vrednosti krutosti poprenog preseka [C’R(x)} i poznate vredndnsti vektora presecnih sila u

funkciji polozaja preseka {F R(x)}(reé je o staticki odredjenom sistemu).
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Slika 2.12: Osnovni Sistem - sile i deformacije

U linearnoj analizi, koristedi izraz (2.25), moze se odrediti vektor deformacije preseka na
proizvoljnom mestu, a zatim integracijom tih veli¢ina, jedna¢inom (2.48) dobijamo deformacije
krajeva usled uticaja q . Ova integracija u opstem sluc¢aju se mora vrsiti numericki i obradjena
je u okviru poglavlja 4.4.1, 4.4.214.4.3 .

Ukupna deformacija u pravcima u kojima nije spreceno pomeranje jednako je zbiru ova
dva vektora: {u? ,} = {ufnd} + {ul .}

2.3.3 Matrica krutosti stapa - primenom metode fleksibilnosti

Za poznate vrednosti pomeranja i optere¢enja, mogu se odrediti sile na krajevima Stapova
na osnovu izraza:

{ufnd} = [Os] - {Qena} (2.63)
{Qena} = [Cs]7"- {{uloa} — {ula}} (2.64)
[K%| = [Cs]™ (2.65)
{Qena} = [K] - {{ula} — {0t} (2.66)
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Osnovne sile i pomeranja mogu naci u funkciji sila i pomeranja na krajevima stapa:

)

_ SOy(O)
{ttenal =3 5 (0)
)

)

Ux[
Uyr
UZI
Pl
(Pyl
PzI
U:UJ
Uy
Uz]
PrJ
QOyJ
Pz

o O
o O O

~|=

oSO = OO o
)

oS O O oo

)
o O O O
[l S =]
SO oo o

|

~]

O~ O~Im O O
[eNeBeoNel S =
o= OO OO
—_ 0 O O OO

e}

= O~ O O O
|
~]=

~|—=

{uend} = [G}T{U}

Sa druge strane sile na krajevima stapa {F'}, se mogu izraziti preko sila izazvanim defor-
macijama Stapa ({Qenq}) 1 sila koje se dobijaju kao reakcije kad se posmatra osnovni sistem
stapa {F9}:

Fyp -1 0 0 0 0 0 — N}
Fy o 0 0 + 0 3 ~T
F.p 0 0 -3 0 —7 0 —T%
Dol 0 -1 0 0 0 0 N — M}
Py 0 0 1 0 0 0 M, 0
e | |0 0 0 1 0 0 My ] 0
Fyy 1 0 0 0 0 0 M., 0
F,; o 0 0 —; 0 -1 M, ; T},
F., o 0 1 0 § O M., T
Pur 01 0 0 0 © 0
Py 0o 0 0 0 1 0 0
Q2 0O 0 0 0 0 1 | 0

(F} = (G {Qena} + {F"}

Sile koje su posledica deformacije stapa, se mogu naéi koriséenjem izraza (2.66), tako da
dobijamo:

{(F} = [G)- [K°%] - {{ul} — {ulua}} + {F}
=[G [K°| - [G)" - {U} = [G] - [KOs]| - {ul,.} + {F}

Deformacije krajeva staticki odredjenog Stapa usled oprereéenja {ul ,} mozemo pred-
staviti u obliku vektora sa 12 ¢lanova (od kojih su uvek vrednosti koje odgovaraju pomeranjima
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q

¢ .} imamo vektor

u praveima oslonaca osnovnog sitema jednake 0) . U tom slucaju, umesto {u
{U}.
Komponente vektora su: {U?} = {0,0,0,0, 0,7, 021, Uss, 0,0, 00, 01, 25+ Svako od
pomeranja koja su ¢lanovi prethodnog vektora se nalazi integracijom ¢lanova (vidi izraze 2.48).
Na taj nacin sile koje deluju na kraju stapa mogu se izraziti u obliku:

(F} = [G]-[K%|-[G]" - {U} = [G)- [K°s| - [G]" - {0} + {F7} (2.67a)
= |K°] (U} - [K°] - {U"} + {F} (2.67D)
= [K°]-{U} = {Fh,} +{F"} (2.67¢)

Matrica krutosti stapa sa 12 stepeni slobode [KY] | i vektor {F,%ef} su odredjeni izrazima (2.68)

i zavise od rasporeda krutosti duz stapa.

(K] = (6] [K]-[G) (2.68a)
{Fhs} = [G)- [K%]-[G]" - {U"} (2.68D)
{F} = (P} - {F},;} (2.68¢)

U prethodnom izrazu sa {F De f} su oznacene sile koje se javljaju na krajevima stapa izlozenog
opterecenju q usled sprecenih pomeranja krajeva u navedenim pravcima. Tako ¢e taj vektor
sadrzati samo ¢lanove koji su posledicia SPRECENIH POMERANJA osnosno STATICKIH
NEPOZNATIH NA SAMOM STAPU. Zbir {F4} — {Fgef} predstavlja reakcije koje deluju
na optereéenom Stapu u slucaju da se ne deformisu njegovi krajevi (i da nema vremenskih
deformacija). U daljem tekstu ¢e se obelezavati sa {FQ} ={F} — {F,%ef}. U slucaju stapova
konstantih krutosti ove vektore je moguce racunati u funkciji opterecenja, ali u opstem slucaju
potebno je znati krutost Stapa, da bi bilo moguce odrediti deo koji je posledica sprecenih
deformacija samog kraja.

2.3.4 Primer : Stap optereéen koncentirsanom silom P u pravcu
ose Stapa koja deluje na 2/3 raspona

U ovom slu¢aju mozemo odrediti veli¢ine:
{F1} = {-P,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}"
w0 = 10,0.0,0,0,0 P—2- 0,0,0,0,0 '
- 7777773EF77777

EE00000 —-2500000

K] =
tj. :
Fho o = —gP,0,0,0,0,0,gP,0,0,0,0,0 '
{ f} 3 3

{FQ} = {F7} — {Fgef} = {—;P,o,o,o,o,o, —§P,0,0,0,0,0}T

, Sto odgorvara i po znacima i po vrednostima reSenjima navedenog problema.
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2.3.5 Primer : Stap optereéen konstantnim kontinualnim optereéenjem
¢: U pravcu ose X

U ovom slucaju su prethocni vektori:

{Fq} = {_Q$l707070a0)0707()’0707070}T

2EF

200000 -2 00000

l T
(U1} = {0,0,0,0,0,0,qz,0,0,0,0,0}
& =
tj.:

T
Gzl Gzl
{Fgef} = {_270?07 07 0707 7707 07 07070}

[F) = (F7y — {Fp,,} = {—q;l,o,o,o,o,o, —q;”l,o,o,o,o,o}T

, Sto odgovara resenju.

2.4 Stapovi sa oslobodjenim vezama na krajevima

Na krajevima Stapa se mogu primeniti veze koje omogucavaju nezavisno pomeranje kraja
Stapa u odnosu na ¢vor za koji su vezani. Na taj nacin se u nekom od generalisanih pravaca,
deformacija Stapa razlikuje od deformacije ¢vora uz uslov da je generalisana sila u pravcu koji
je oslobodjen jednaka 0. U tom slu¢aju nije od interesa genaralisano pomeranje uy, (jer se javlja
na kraju Stapa i ne zavisi od pomeranja ¢vora) dok postoji uslov da je generalsana sila na kraju
Stapa u praveu "L” F, = 0 . Iz ove jednacine se moze sracunata vrednost pomeranja wuy,

1 )
uy = —ELL<KL]'U]'+F§> L#]

uz poznatu vrednost pomeranja u pravcu uy jednacina za proizvoljni pravac pomeranja onda

dobija oblik:

1
F = Kju;+ F = Kyuy + F? = Kio— Ky + FZ| L#
L

Ky
1

1
E = [Kz] — KiLKLj:| Uj + FiQ — KiLKLL

F@ L+
K.L L 7é]

L

odnosno, ako sa {K } oznacimo matricu kojoj je na prethodni nac¢in eliminisana kolona i

vrsta L i odgovarajuéi vektor {FQL} njihove ¢lanove mozemo odrediti na slede¢i nacin:

1

Kl=K;— KiLEKLj (2.69)
1
FPM = FP — Kjp—Fp (2.69b)
Kpr




GLAVA 2. MODELIRANJE
2.4. STAPOVI SA OSLOBODJENIM VEZAMA NA KRAJEVIMA LINIJSKIH NOSACA

Ove operacije se mogu i po vise puta nezavisno ponavljati (moze se nezavisno uklanjati
viSe veza na krajevima Stapa.) Ova operacija se mora obavljati po definisanju opterecenja
i po generisanju matrice krutosti stapa. Nije mogucée prvo eliminisati te stepene slobode iz
matrice krutosti pa tek onda korigovati vektore optere¢enja,ve¢ se to mora raditi tako sto se
prvo koriguju vektori opterec¢enja, pa tek onda elementi matrice krutosti.

U slucaju da je potrebna matrica masa ovakvog ; ona se takodje mora modifikovati. U
pravcu oslobodjene veze pomeranje ¢vora nije vezano sa pomeranjem kraja Stapa, tako da se ta
masa mora dodeliti ostalim generalisanim pravcima pomeranja ( koja postoje u sistemu ). To
bi se u sluc¢aju da je masa bila dodeljena elementu kome je jedan stepen slobode redukovan (
oslobodjena veza koja ne moze imati reakcije i u pravcu koje generalisana sila mora biti jednaka
0 ) svelo na ve¢ pomenuti slu¢aj da se to pomeranje izrazi preko ostalih ¢vornih pomeranja:
up, = _%MK rju; u tom slucaju pri izvodjenju matrice masa integrali interpolacionih funkcija
se modifikuju tako Sto se najpre modifikuje funkcija pomeranja:

NL
ui(§) = Nij()U; = Nij()Ujl .y, — e —2U; = NiU;
pri ¢emu su za Ni? koris¢eni irazi kao za interpolacione funkcije kad je stepen slobode L

redukovan na osnovu uslova da nema reakcije u njegovom pravcu i pomeranje izrazeno preko
preostralih pomeranja. Tada imamo :

(pri ¢emu nije vrseno sumiranje po indeksu L)
U tom slucaju u matrici masa se javljaju samo te funkcije:

My =1 (N (©)miNi(©)) d

=0
1 Ky Kk
5=0[( P "KL (f)m] ik = NILe (&) dg
1 1
— l{/ﬁON (&)mij Nk (€) :ONz‘L(f)miijk(Odé
Kri /1 KLp KLk !
Ky Je=o pTMij IN;L §+KLL Ky, Jeo L(&)mi; N, (€) d€
K Kk K, K
= M — pM _ 7M 4 M
pk K., Lk Kip pL T Ko Koy L

odnosno, za svaki element matrice masa po kondenzaciji stepena slobode L imamo:

Kr; K K, K
ME = My - 2B My - My + Y
KLL KLL KLL KLL

MLL

(pri ¢emu nije vrseno sumiranje po indeksu L).

Na ovaj nacin dobijamo matricu masa koja ¢e imati vrednosti jednake nuli na L-toj vrsti
ili L-toj koloni. Ova matrica se mora nalaziti dok se jos iz matrice krutosti ne eliminiSe stepen
krutosti L. Na ovaj nacin se moglo i pokazati da se redukcija stepena slobode iz matrice krutosti
izvodi na ve¢ izlozeni nacin jer ako se umesto M stavi K dobija se veé¢ prikazan izraz (tredi i
cetvrti sabirak se u tom slucaju skrate).
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2.5 Matrica krutosti u globalnom koordinatnom sistemu

Vektorske velicine tj. : sile, momenti i pomeranja ¢e se transformisati iz lokalnog ko-
ordinatnog sistema S,(Z,, Yo, 2,) koji odgovara stapu u globalni koordinatni sistem S(z,v, 2).
U lokalnom koordinatnom sistemu, vektor sila ozancavamo sa {F'}, a odgovaraju¢i vektor
pomeranja sa {U"}. Transformacija u globalni koordinatni sistem se vr§i mnoZenjem matricom
transformacije [A]. Matrica transformacije [A], koja vrsi transformaciju iz sistema Sy u sistem

S
X Xo cos(/X, Xo) cos(/X,Yy) cos(/X, Zy) Xo
{ Y } [A] { Yo } { cos(2Y, Xo) cos(LY,Yy) cos(LY, Zy) { Yo }
A

Z Zy cos(/Z,Xgy) cos(LZ,Yy) cos(LZ,Zy)
X
Y
A

Clanovi matrice transformacije A, u pravouglom koordinatnom sistemu, predstavljaju
kosinuse uglova koje jedini¢ne ose medjusobno grade.

Vektor se prakticno sastoji od vektora sila i vektora m, pa ¢e se uvesti matrica transfor-
macije Al :

dok je AT matrica koja prevodi sistem S u sistem S, tj.:

Xo X cos(/Xo, X) cos(/Xo,Y) cos(£Xo,Z)
{ Yy } [A]T-{ Y } { cos(LYy, X)  cos(LYy,Y)  cos(LYy, Z)

Zy Z cos(/Zy, X) cos(LZy,Y) cos(/Zy, Z)

A1) = l " [,?1] ]

Transformacija vektora sila i vektora pomeranja iz lokalnog sistema ({F°} , {U°}) u
globalni koordinatni sistem ({F'} , {U}) i obratno, mnozenjem matricom transformacije, je
prikazana izrazima:

{F} = [A1]-{F"} {U} = [A1]-{U%}
{F}y = [A"{F} {U°) = (A" {0}

=5 ]

Za $tap, koji ima dva ¢vora, uvodi se matrica transformacije [A2], tj.

W]:[[Au 0 ]

0 [A1]

Vektor sila na krajevima Stapa u globalnom koordinatnom sistemu se odredjuje izrazom
(2.70.a).

{F} = [A2]{F"} (2.70a)
(F} = [A2[G] [Ks| (G {U°} - [A42] [G] [Ks°] {ul, .} + [A2] {F} (2.70D)
{F} = [A2][G] |Ks°| [G]" [A2]" {U} — [A2] [G] [Ks°] {ul,a} + [A2{F9}  (2.70c)
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Koriséenjem izraza (2.67), izraz (2.70.a), se transformise u (2.70.b), odnosno (2.70.c).

Na taj nacin su odredjene sile u globalnom koordinatnom sistemu na krajevima Stapa
{F} u funkciji pomeranja u globalnom koordinatnom sistemu krajeva stapa {U}, pomeranja
krajeva u staticki odredjenom Stapu {u? ,} i reakcija stapa u osnovnom sistemu {F'7}.

{F} = [Kua {U} = [KLyos] {ug} + [A2] {7}
pri ¢cemu je :
Ko = [A2][G] [Ks°|[G]" [A2]
Kl = [42][G] [Ks']

2.6 Nedeformabilni delovi Stapa
(offset-i stapova)

Pri analizi linijskih konstrukcija, pod offset-ima podrazumevamo delove Stapa neposredno
uz krajeve Stapa koji su beskonac¢no kruti (time se simnulira deo $tapa, koji je deo ¢vora, i
koji je nedeformabilan). U ovom radu, offset-i stapova, ¢e biti uzeti u obzir pri integraciju
matrice fleksibilnosti i vektora ¢vornog opteretenja sStapova ¢iji se poprecni preseci skokovito
menjaju. Najpre, da bi se iskoristile ve¢ postojece rutine kojima se odredjuju koeficijenti matrice
fleksibilnosti , potrebno je izvesti veze kojima se na nalaze uticaji i deformacije na celom Stapu
na osnovu deformacije deformabilnog dela stapa. Posmatrajmo zato deformaciju Stapa u ravni
koji sadrzi offset-e na oba kraja (slika 2.13). Pomeranja na kraju $tapa sa offset-ima izrazavamo

[
kfylﬂ‘iloiwfﬂfgz)l i X

52 lsmgﬂ

V

Slika 2.13: Deformacija Stapa sa offset-ima

tako $to posmatramo deo koji je deformabilan (deo izmedju oslonaca na slici 2.13) i deformacije
tog dela obelezavamo dodavanjem indeksa "o’

Alo ) A@ox ) ASooly ) A@OIZ ) A@OJ:!/ ) ASOOJy-
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Preko ovih deformacija izrazavamo pomeranja na kraju celog Stapa sa offset-ima dodajuéi
rotaciju celog stapa do koje bi doslo kad bi oslonci bili na krajevima. Tada je izduzenje i
rotacija oko ose Stapa:

Al, = Al , Apye = Ay,

dok se rotacijama krajeva oko osa upravnih na osu stapa dodaje (oduzima rotacija Stapa kao
krutog tela ©), pa se tako dobijaju stvarne rotacije na krajevima stapa sa offset-ima:

pr = ¢7—©
p; = ¢5—06
Sa slike 2.13 se moze uociti:
O = & sin ) + &sin g

Kako su uglovi mali to se sinus izjednacava sa tangensom sa jedne i vrednoséu ugla u radijanima
sa druge strane ¢ime dobijamo:

© = &l +&9y
or = @] —(E1e7+ &%) = (1 —&) 9] — & ¢f
or = 95— (&7 +&eT) = 6ol + (1 - &)Y

Navedene relacije vaze za obe ose y i z. Na taj nacin se deformacije krajeva Stapa sa
offsetima mogu izraziti preko deformacija deformabilnog dela dela i iznose:

Al 1 0 0 0 0 0 Al°
Dug 01 0 0 0 0 o
oyr L _ 10 0 1-& 0 =& 0 ) o1
¢ [ OO0 0 1-& 0 —&2 0o
PyJ 00 =& 0 1-& 0 g
Oz 00 0 —&1 0 1—¢& | vy

Na slican nac¢in se mogu izraziti i sile na kraju dela koji se deformise na osnovu sila u
celom Stapu. Normalne sile i moment torzije ostaju nepromenjeni dok se momenti savijanja
mogu ocitati sa slike 2.14 i zraziti na sledeci nacin:

My = (1—&)M7—&Mj
M; = =& Mj+(1—&)Mj

Odnosno sile na krajevima deformabilnog dela se mogu izraziti preko sila na krajevima celokupnog
Stapa sa offset-ima matricnom relacijom:

N° 1 0 0 0 0 0 N
M2, 01 0 0 0 0 M, ;
M;I _ 0 0 1-¢& 0 & ‘ My
M2, 00 0 1-& 0 =& M.
M;J 00 =& 0 1—-& 0 M,
Mz, 000 0 —&2 0 1-& | M.,
{ eOn}Zl} = [OF] {Qend}
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‘«s, l»‘<—lo:(7*s, —€, )l i £yl —n]
M,
M; (1-¢,)M, 2
£, M,
M,
(1752) M[J

Slika 2.14: Promena momenta saviljanja na Stapu sa ofsetima

Sa druge strane veé¢ su uocene veze izmedju sila i deformacija na deformabilnom delu:
0 T OF
{uend } = [OF] {uend}
, pri ¢emu su sa gornjim indeksom OF definisani ¢lanovi generalisanih pomeranja i sila koji

se nalaze na krajevima deformabilnog dela Stapa. Ranije su definisane veze ovih statickih i
kinematickih veli¢ina preko bazne matrice fleksibilnosti deformablinog dela:

() = o] facs)
(1) = 0P 25} = (OFF [0:"] {Q2)

end end

= [0F)"[C5°"] [OF] {Qena}

Bazna matrica fleksibilnosti Stapa sa offset-ima se moze odrediti modifikovanjem matrice flek-
sibilnosti deformabilnog dela, tj.:

(Cs] = [OF]" [Cs°F] [OF] (2.71)

Takodje se javlja potreba da se pri sracunavanju uticaja - deformacija slobodnih krajeva
u staticki odredjenom osnovnom sistemu iskoriste ve¢ postojece rutine za stap bez offset-a. Na-
jpre ¢e se odrediti vrednosti deformacija na krajevima deformabilnog dela a zatim uz koriséenje
izraza:

{ul gy = [OF]" {ul, "} (2.72)

end

odrediti deformacija na krajevima celoklupnog stapa. Dalji postupak je isti kao da offset-a
nije bilo.
2.7 Stapovi promenjivog poprecnog preseka

Stapovi promenjivog poprecnog preseka se smatraju Stapovima u kojima je porecni pre-
sek ’skokovito’ menja tj. promena nije kontinualna. Skokovita promena poprecnog preseka je
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usvojena pre svega jer je pri kontinualnoj promeni jedne dimenzije preseka promena povrsine
linearna funkcija, promena jednog momenta inercije takodje liniearna funkcija a promena dru-
gog momenta inercije funkcija tre¢eg stepena. PoSto promena svih karakteristika preseka nije
linearna, to namece problem sa definisanjem nacina promene odgovarajuce karakteristike pa se
umesto komplikovanije definicije usvaje da ¢e se presek ’skokovito’ menjati uz moguénost da
broj skokova bude neograni¢en kako bi se mogla simulirati kontinualna promena. Pri odred-
jivanju matrice fleksibilnosti ovakvog Stapa primenjuju se izrazi koriséeni u Stapu sa offset-
ima. Bazna matrica fleksibilnosti se posmatra kao zbir baznih matrica fleksibilnosti stapova sa
zadatim-konstantim poprec¢nim presecima uz offset-e kojima se smatra da deo Stapa koji nije
te krutoistu je nedeformabilan. Na slici 2.15 a) je prikazan Stap sa tri preseka: C'S; , C'Sy i
CS3 . Deformacija njegovih krajeva, biée jednaka zbiru deformacija krajeva Stapova b), c) i
d) izlozenih istim statickim uticajima. Stapo b), ima krutost preseka C'Si, na delu na kome i
Stap a) ima istu krutost, dok na preostalom delu ima beskona¢nu krutost, odnosno, preostali
deo se modelira ofsetima. Kako su staticki uticaji u osnovnom sistemu nezavisni od rasporeda
krutosti, to ¢e deformacija tog dela stapa odgovarati deformaciji odgovarajuceg dela stapa a).
Preostali deo Stapa je nedeformabilan. Slicno je sa Stapovima c¢) i d). Oduta je deformacija
Stapa kao celine, u osnovnom sistemu, jednaka zbiru deformacija Stapova b), ¢) i d).

CS CS CcS
a’) i ! e sSissiness 2 Ssisisiss ) 3 :

CS=00 *Cs,  0S=00

-+

Slika 2.15: Stapa vise preseka, modeliran ofsetima

Na taj nacin se prakti¢no, sabiranjem matrice fleksibilnosti sabiraju deformacije na de-
lovima sa konstantnim popre¢nim presecima. Po dobijanju matrice fleksibilnosti celog stapa
postupak je isti kao da je ona dobijena za konstantan presek. U slucaju da se za ovakav Stap
traze vektori pomeranja krajeva (na staticki odredjenom sistemu, za odredjivanje ekvivalentnog
¢vornog opterecenja), postupak je isti kao i kod obi¢nog stapa, jer se pri odredjivanju deforam-
cije koriste matrice fleksibilnosti preseka (za svaki presek odgovarajuca matrica).
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2.8 Matrica masa Stapa

Matrica masa Stapa ¢e se sracunati u lokalnom koordinatnom sistemu na osnovu pret-
postavljenih pomeranja ose stapa odredjenih generalisanim pomeranjima na krajevima i in-
terpolacionim funkcijama u obliku Hermite-ovih polinoma. Ovim se ¢ini izvesna greska jer se
zanemaruje deformacija izazvana transverzalnim silama ali se izrazi mogu smatrati dovoljno
tacnim za matricu masa. Problem je nastje kad se pri izvodjenu matrice krutosti primenjuje
metoda sila. Funkcije pomeranja se ne javljaju u toku nalazenja matrice fleksibilnosti ali su
neophodne za nalazenje matrice masa. Pomeranja u pravcu x ose kao i rotacija oko x ose se
nalazi linearnom interpolacijom:

0e(§) = @ar(1=&) + @asé

Pomeranja u pravcu lokalne y ose u, i rotacia oko z ose ¢, se nalaze na osnovu odgovarajucih
pomeranja i rotacija krajeva Stapa (Uyr, @21, Uy, ¢27)-

uy(€) = Uypr(l =362 +28%) + 0o1(€§ — 26 + €)1 + Uys(36% = 26°) + 02y (=€ + )1

Ou, ou, (06" —10u,
e = 00 (%) _ 1o

or 9 \ oz 1o
Uzl?@ — &) + (6 — 467 + 36%) - UzJ(;(5 — &%) + (=26 +26%)

ONoSNO pomeranja u pravcu z ose i rotacija oko y ose:

ux(§) = Uar(l =36 +28%) — @ur(§ — 287 + &) + Uy (367 — 267) — 0,5 (=87 + &)
~ Ou,  Ou, [0\ 10w,
o) = Zu-Ta(%) 1%

Uy 3 (~E +€0) F yr(€ — 46+ 36%) + Ups 2 (€ — €) + pur(~2% + 267
Pomeranja se mogu odrediti i u matricnom obliku preko funkcija:
ui(§) = NiUj
pri ¢emu su malim slovom oznacena pomeranja (vektor od 6 elemenata)

{uz} = {uxa Uy, Uzy Purs Py, sz}T

Pomeranja krajeva stapa u lokalnom koordinatnom sistemu su oznacena velikim slovom U:

{Uz} = {U:clyUylaUz[,@xlﬂpy[,@zhU:rJaUyJaUzJagonﬂDyJaSOzJ}T

pa se navedena matrica moze ispisati u obliku:
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[Ng]T =
[1-¢ 0 0 0 0 0 ]
0 1-3¢+2¢8 0 0 0 —6e6e
0 0 1—3¢&242¢8 0 8668 0
0 0 0 1—¢ 0 0
0 0 [ (—6+282-€) 0 1-4£+3¢ 0
0 1(£-2+¢8 0 0 0 1—4&4 382
3 0 0 0 0 0
0 3¢2 - 263 0 0 0 8568
0 0 362268 0 il 0
0 0 0 ¢ 0 0
0 0 1 (€2 —¢3) 0  —2£+3¢2 0
0 I (—€2 + &%) 0 0 0 —2£6+3¢2

Matrica masa se nalazi tako Sto se odredjuje rad koji vrse reaktivne inercijalne sile pri
pomeranjima. Reaktivne sile na osi §tapa su odredjene kao reaktivne ¢vorne sile F7# i one su
date slede¢im izrazom:

FIR(&) = maju;(€) = miiNyUy

a radovi ovih sila pri varijaciji pomeranja Up se mogu ispisati na sledeci nacin :
W= [(u(@F©) do = [ (w©miNulh) do

&= . .
=1 < . 01 Nip(&)mi Njr(§) df) UpUy, = MU, Uy,

Clanovi matrice masa Stapa su integrali oblika:

e=1
Mpp =1 < 0 Nip(§)mij Njx(€) d§>
U gornjem izrazu c¢lanovi matrice masa poprecnog preseka m;; mogu zavisiti od poprecnog
preseka odnosno, mogu se menjati duz ose Stapa. U slucaju konstantnog poprecnog preseka
izrazi za ¢lanove matrice masa Stapa se mogu izvesti u zatvorenom obliku. Koriséenjem uz
matrice masa poprecnog preseka koja je u poglavlju 2.2.3 ve¢ definisana, dobijamo matricu
masa Stapa. Radi lakSeg zapisivanja matricu masa Stapa, predstavljamo preko cetiti matrice:

Ml = [[MM] [M“]]

od kojih je svaka:

71



GLAVA 2. MODELIRANJE

2.8. MATRICA MASA STAPA LINIJSKIH NOSACA
(MM =
Al Sz Sy 0 LSy —(5z)
3 2 2 12 12
Sz A 61z l 61yz —71Sy —Iyz l Iz 11 A1
2 + 5z 51 20 10 01 T 210
Sy 6 lyz 134 4 61y) 118z (=ly _ 11Al Iyz
2 51 35 512 20 10 I 210 10
0 —71Sy 718z ITol (252) G|
20 20 3 20 20
1Sy —Iyz [ (=ly _ 1Al —(125z ) [ (2y 4 AP —27yz1
12 10 101 210 20 15 105 15
—182) g ( Lz 4 1AL Iyz —(1?5y) oIyl [ ( 2Lz 4 AP
12 101 210 10 20 15 15 105
)
[M*?]
Al —Sz —Sy 0 —(Sy) 1Sz
6 2 2 12 12
Sz 9A 61z l —61yz —318y —lyz l Iz  13Al
2 70 512 51 20 10 101 420
Sy —6 Jyz 9A _ 61y l 3185z l v o4 13 A1 Iyz
2 51 70 512 20 10 101 " 420 10
0 —31Sy 315z Iol 1?8z 12 Sy
20 20 6 30 30
—(1Sy) Iyz [ (lv _ 13AQ -(1?s2) [ (Zlv _ A2 Iyzl
12 10 101 420 30 30 140 30
152 ( =Iz 4 13AL _Iyz —(sy ) Iyz1 | ( =lz _ AP
12 101 420 10 30 30 30 140
)
(MY =
Al Sz Sy 0 —(1Sy) 1Sz
6 2 2 12 12
—Sz (M o %) l —61yz =318y Tyz l (fIz + 13Al)
2 70 51 51 20 10 101 420
—Sy —61yz 9A  6ly l 318z l Iy  13A1 —lyz
2 51 70 512 20 101 420 10
0 3185y 315z Iol (2 s2) —( sy)
20 20 30 30
—(lSy ) —Iyz l —Iy + 13 A1 12 Sz l Iy A2 Iyzl
12 10 101 420 30 30 140 30
1Sz ] (Lz _ 13Al Iyz 12 Sy Iyzl [ (== — Al?
12 101 420 10 30 30 30 140
[M*?] =
Al —Sz —Sy 0 LSy —(15z )
3 2 2 12 12
—Sz (13,4 _1_@) I 6 Iyz —71Sy Tyz I (—Iz o 11Al)
2 35 512 51 20 10 101 210
—Sy 6 lyz 13 A 61y 71Sz 11 A1 —1Iyz
2 51 ( 35 T 5p ! 20 ! 101 + S0 10
0 —71Sy 718z Iol 128z 12 Sy
20 20 3 20 20
1Sy Iyz I ( Iy LAI) Bsz p(2ly A —21yzl
12 10 101 210 20 15 105 15
—(182) 1 ( =Lz — 11 A1 —Iyz 128y —2 Iyzl [ (2= Al?
12 101 210 10 20 15 15 105

Prethodni izrazi su komplikovaniji ako granice integracije nisu 0 ve¢ & i & ( kao relativan
polzaj pocetka i kraja integracije ali se opet mogu na¢i u zatvorenom obliku. Takav izraz
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je koriséen u programu generisan Mathematic-om ( file interpolacija-MM.nb ) i to pre svega
da se odrede matrice masa Stapova sa skokovito promenjivim popreénim presecima. U tom
slucaju matricu masa celokupnog Stapa nalazimo kao zbir matrica masa Stapova pri ¢emu su
granice integracije za svaki poprecni presek odredjene delom na kome se nalazi taj poprecni
presek ( formalno se na svakoj od njih pretpostavlja da je na ostatku masa jednaka 0) . M =
MY+ M?*+ M3+ -+ MY

73



Glava 3

Formiranje objektnog modela

U ovom poglavlju ée se prikazati specificnosti objektno-orijentisanog pristupa toku i nacinu
resavanja problema. Analizira se funkcionisanje sistema pri reSavanju lineranog i nelinearnog
problema.

Razmatra se rad celokupnog sistema i odredjuju osnovni objekti koje je neophodno formi-
rati. Analiziraju se funkcije i zahtevi koji sistem upucuje objektima grednih elemenata. U toku
wzvrsavanja proracuna, zahtevi sistema su svedeni na svega nekoliko poruka upucenih objektima
grednih elemenata

Znacajna razlika u odnosu na klasican pristu modeliranju je u ¢injenici da se formira
decentralizovani sistem u kome se objektima Salju poruke na osnovu kojih oni menjaju svoja
stanja (mutiraju) i u skladu sa zahtevom obezbedjuju Zeljenu informaciju (vrednost promenljive,
matricu i sl.).

Prednosti objektno orijentisanog pristupa modeliranju dolaze do izrazZaja u nelinearnim
sistemima, jer se u postupku prorcuna sistem vise puta objaca objektima koji su usled nelin-
earnosti menjali svoja stanja.

74



GLAVA 3. FORMIRANJE OBJEKTNOG MODELA

Primena objektno orijentisanog modeliranja na proizvoljnom problemu, obuhvata tri os-
novne faze:

1. Identifikacija - prepoznavanje osnovnih funkcija koje se ocekuju od buduéih objekata. U
okviru ove faze, treba naglasiti da je tema ovog rada ograni¢ena na modeliranje grednih
elemenata i efekata koji se javljaju u sistemu. Otuda, u ovom radu nece biti analiziran
sistem u celini, ve¢ samo deo koji se odnosi na gredne elemente. Sistem u celini, u
zavisnosti od problema moze biti linearan ili nelinearan.

Pri linearnom sistemu, od grednih elemenata se ocekuje da obezbede svoj doprinos matrici
krutosti sistema u celini kao i doprinose optere¢enja duz greda, optereéenju ¢vorova. Sa
druge strane, za poznate vrednosti pomeranja ¢vorova za zadati slucaj opterecenja, od
grednog elementa se o¢ekuje nalazenje vrednosti sila u presecima.

Pri nelinearnom sistemu, u zavisnosti od algoritma koji se primenjuje, od grednih ele-
menata se ocekuje da za svoje trenutno stanje, obezbede vrednosti tangentrnih matrica
krutosti, za prirast opterec¢enja ili druge pobude, obezbede prirast rezidualnih sila koje
prenose na ¢vorove kao i da postoji moguénost da se elementu saopsti da je prirast na
ravnoteznom putu.

2. Apstrakcija buduéih objekata u klase. Ovaj postupak obuhvata prepoznavanje i ustanovl-
javanje novih objekata. U ovom slucaju, ti objekti su:

e Greda u prostoru GLB_Frame - objekat koji ¢e obezbedjivati funkcionalnost
grednog elementa. U sebi ¢e sadrzati informacije o ¢vorovima, kao i mogunost trans-
formacije iz lokalnih u globalne koordinate. Kako su u ovom radu prikazana dva
nacina odredjivanja matrice krutosti, to ¢e se formirati dva nova tipa objekta ( dve
nove klase ) izvedene iz Grede u prostoru:

— Frame - greda ¢ija je matrica krutosti izvedena metodom sila. Da bi se proverile
mogucnosti, predvidjeno je da ova greda ima jedan ili vise poprec¢nih preseka
duz grede.

— Frame_TB - Greda ¢ija je matrica krutosti izvedena metodom deformacija. Zbog
diskusije koja je pratila problem ’shear loock’ inga i jedne integracione tacke, ova
greda ¢e imati jedan poprecni presek. Kao Sto je u diskusiji prikazano, ovakva
greda daje zadovoljavajuce rezultate ako je relativno kratka, te se koncentracija
optere¢enja koje deluje duz grede u ¢vorove moze smatrati korektnom.

e Poprecni presek Ovaj objekat treba da obezbedi veze izmedju statickih i deformaci-
jskih karakteristika, odnosno da obezbedi matrice krutosti i fleksibilnosti poprecnog
preseka. Pri tome, za potrebe nelinearne analize, objekat mora da prati svoja stanja
deformacija ( da u svakom trenutku moze da obezbedi informaciju o trenutnoj vred-
nosti deformacije ili sila ), i da za zadatu probnu vrednost deformacija, obezbedi
odgovarajucu vrednost presecnih sila. Uocava se da se objekat poprecnog preseka
sastoji od jednog ili vise oblika i odgovarajuc¢eg materijala.

o Oblik poprecnog preseka-obezbedjuje geometrijske karakteristike dela popreénog pre-
seka.

e Materijal - objekat koji obezbedjuje informaciju o karakteristikama materijala. To
su tangentna krutost, trenutna vrednost dilatacija, trenutna vrednost napona i za
probne vrednosti dilatacija odgovarajuce vrednosti napona.
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e Slucaj opterecenja - objekat koji nije direktno vezan sa elementom grede, ali u sebi
mora sadrzati informacije o optere¢enjima grednih elemenata.

e Opterecenje elementa-objekat koji sadrzi informacije o tipu i intenzitetu oprerecenja.
Postoje¢i objekti koji moraju egzistirati nezavisno od grednih elemenata su:

e Sistem - ima funkciju da u sebi sadrzi sve elemente od kojih se sastoji ( ima funkciju
Domain-a [21] ), u sebi sadrzi i SkyMatrizSys klasu. Najpre je razvijen u linearni
sistem u obliku klase StructSyst, koji je kasnije evoluirao u nelinearni sistem izvod-
jenjem u klasuStagedStructSyst.

e Nod - ¢vor sistema - U sebi sadrzi polozaj u preostoru, brojeve stepeni slobode i
informaciju o sprecenim pomeranjima. Kada se resi sistem jednacina, ¢vor ¢e cuvati
i podatke o pomeranju za odgovarjuéi stepen slobode pri odgovaraju¢em slucaju
opterecenja.

e NodeLoad - opteretenje ¢vora sistema.

e SkyMatrixSys - klasa koja obezbedjuje resavanje sistema jednacina.

U ovom tekstu su navedene osnovne klase, bez kojih se ne bi mogla vrsiti dalja analiza, ali
treba napomenuti da je linearan sistem, od kojeg se krenulo u razvoj StructSys, razvijan
vise od 7 godina u okviru razvoja i testiranja elemenata za programski paket Tower, mada
su u programu Tower, preuzeti i delom modifikovani samo konacni elementi.

3. Realizacija - utvdjivanje funkcija ( interface-a ) kojim e se vrsiti komunikacija izmedju
klasa u toku proracuna. U ovom poglavlju ¢e se prikazati poruke koje ¢e sistem upucivati
najvisim klasama - u ovom slucaju elementima Stapova, kao i tok poruka koje Stapovi
prosledjuju presecima.

3.1 Linearan sistem

Tok poruka kojim linearan sistem komunicira sa svojim komponenetama je prilicno jed-
nostavam. Celokupni program se sastoji iz instrukcija:

int main(int arge, char® argv| |)
{

StructSystem *pStructSystemO=new StructSystem:;
// Ovde se jednom inicijalizuje da moze da radi
string FileName;
cerr << "LINEAR SYST: << endl << ”input File NAME 7;
cin >> FileName;
pStructSystem0->ReadFromFile(FileName);
pStructSystem0->MakeStiffMat(true);
pStructSystem0->SolveSys();
cout << pStructSystem0->OutFormatString();
return 0;

76



3.2. NELINEARAN SISTEM GLAVA 3. FORMIRANJE OBJEKTNOG MODELA

Uocavamo da je formiran objekat StructSystem-a, i u¢itan ulazni fajl i na kraju u skladu
sa instrukcijama ulaznog fajla, vrsi se ispis na standardni output. Od interesa za izvrsenje
programa su dve funkcije sistema : MakeStiffMat() i SolveSys().

3.1.1 Kreiranje sistema

Poziv funkcije MakeStiffMat() , vrsi operacije neophodne za formiranje matrice krutosti.
Deo tih instrukcija nije vezan sa temom ovog doktorata. One obuhvataju numeraciju stepena
slobode po ¢vorovima, formiranje buduce sky-matrice. Od interesa za analizu grednih eleme-
nata su instrukcije koje se ponavljaju po svim grednim elementima i presdavljaju odredjivanje
matrice krutosti Stapa i vektora ekvivalentog opterec¢enja za sve slucajeve opterecenja sistema.
U sklopu ovih instrukcija u okviru ciklusa po svim Stapovima, pozivaju se sledece instrukcije:

matrix_ m A2=pFr->GetMatrixA_Glob(); // matrica transformacije
matrix_m Ko=pFr->GetLocalMatrixE_Rel(); // nalazi lokalnu matricu stapa
matrix m At2=A2.transpose();

matrix_m Ktmp =At2* Ko;

matrix . m K=Ktmp*A2;

Navedeni set instrukcija formira matricu krutosti u globalnom koordinatnom sistemu, da
bi potom, odgovarajuci ¢lanovi bili dodati globalnom sistemu jednacina.

Kasnije ista funkcija u okriru svakog stapa, formira ciklus po svim slucajevima opterec¢enja
i u okviru njega, za Stap poziva sledece instrukcije:

matrix_m endLoadVec=pFr->CreateEndLoad Vector4LC(LCNam,40);
matrix_m FqGlob=At2*endLoadVec;

da bi komponente vektora ¢vornog optere¢enja sumirala u odgovarajucoj vrsti slobodnih
¢lanova sistema jednacina.

3.1.2 ResSavanje sistema

Poziv funkcije SolveSys() inicira resavanje sistema. A po uspesnom resavanju, u ciklusu,
za svaki gredni element, se poziva funkcija kojom se postavljaju vrednosti sila:

pFr->CreateEndLoadVector4d LC(LCNam,40);

Prema napred izlozenom, u linearnom sistemu, grednom elementu su potrebne 4 funkcije.
Dve od njih, na zahtev sistema, vracaju matrice ( GetMatrizA_Glob() i GetLocalMatrizE_Rel()),
jedna vraca vektor: CreateEndLoadVector/LC(LCNam,40) a jedna postavlja sile kad su veé
sracunata pomeranja: CreateEndLoadVectorfLC(LCNam,40).

3.2 Nelinearan sistem

Za razliku od linearnog sistema, kod nelinearnog sistema, tok i postupak proracuna je je
daleko slozeniji. Uocava se nekoliko osnovnih zahteva sistema u odnosu na element Stapa.

U nelinearnom sistemu, tokom proracuna, u celini, dolazi do promena stanja. Pri tome se
pri resavanju sistema ( od jedne faze do druge ) primenjuje inkremenatalan ili inkrementalno
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iterativan postupak. Najsire primenjivani su Newton-Raphson-ov metod i metoda 'pocetnog
napona’, odnosno njihove modifikacija. U okviru primene ovih postupaka, sistem prolazi kroz
niz probnih ( ’trial’ ) i utvrdjenih ("commited’) stanja. Poruke koje se Salju elementima i
odgovori koje elementi daju su predmet ovog poglavlja. Za razliku od ( [21] ) , umesto klase
Integrator odvde ¢e se postupak sprovoditi jednom od funkcija nelinearnog sistema.

3.2.1 Tok proracuna u okviru faze

U okviru svakog inkrementa ( promene faze ), obavlja se isti niz funkcija:

for (int incNumb=0 ; incNumb < nOfSteps ; incNumb++ ){
LamdaStage=(incNumb+1)*DLamdaStage; //poveca parametar opterecenja faze
setStageLamdaRES Displ(); // Postavi pomeranje oslnaca
setFrameEndTrialDisp(); // to pomeranje saopsti stapovima
int nlt= 1; //Broj iteracije u okviru inkrementa
do{
createTangent(); // Kreira tangentnu matricu krutosti
addFrameResidual(); // Odredjuje doprinose stapova silama u cvorovima
setNodeLoad(); // Nanosi opterecenje cvorora
norm2= pSkyMatrix->getFreeVect2Norm(1) ; // kontrolise normu-sumu.kvadr.slob.cl.
if (norm2< TOL || nlt> maxIterations )
break; // napusta iterativni postupak
pSkyMatrix->SolveSysOfEq(); // resava sistem jednacina
incrementNodeDispl(); // preuzima pomeranja cvorova iz sistema
// 1 saopstava ga cvorovima
setFrameEndTrialDisp(); // svim stapovima zadaje pomeranje krajeva koje imaju cvorovi
nlt++; // povecava broj iteracije u okviru inkrementa
}while(1); // stalno dok se ne ispuni da je norma manja od tol. ili max br. iter
errDrift+=norm2; //
commit(); // da utvrdjuje stanje

Funkcije izlozenog postupka se, obrac¢aju grednim elementima i dolazi do poziva funkcija:

e getTangent() - funkcija odredjuje i vrac¢a tangentnu matricu krutosti u globalnom koor-
dinatnom sistemu za trenutne ( trial ) vrednosti svog stanja. Ova funkcija je pozvana od
strane create Tangent().

e addFrameResidual() - funkcija vraca vektor rezidualnih sila na krajevima stapa koji je
u skladu sa trenutnim nivoom optereéenja stapa ( koji je kontrolisan od strane sistema
parametrom ) i trenutnim stanjem Stapa (stanjem popreénih preseka).

o setTrialNodeDisp(double * DNi, double *DNj) - funkcija koja postavlja - koriguje tekuée
probno stanje, zadavanjem probnih vrednosti pomeranja ¢vorova.

e commit() - funkcija koja utrvrdjuje trenutno stanje.

o setTime(double T) - Funkcija koja je prilagodjena postavljanju vremena i mora postojati
pri analizi viskoznih deformacija. U pocetku su ulagani napori i pokusaji da se ona iz-
mesti 1 izvrsi u okviru funkcije getFrameResidual(), koji odredjuje rezidualno oprereéenje
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za spoljasne efekte, nisu mogi biti realizovani kod elemenata izvedenih metodom fleksib-
linosti.

Pored navedenih osnovnih funkcija, u programu postoji jos funkcija grednih elemenata
koje su neophodne u procesu formiranja ili prikazivanju rezultata same grede ( ulaznoizlaznog
interface-a ). Moze se uociti da je niz instrukcija u linearnom sistemu, prakti¢no ekriralentan
funkciji getTangent() u nelineanom sistemu. To je iz razloga $to je nelinearan sistem razvijen
nakonadno, dok je linearan sistem razvijen u toku razvoja numerickog dela paketa TOWER i
sam proces formiranja matrice krutosti sem linijskih elemenata, sadrzi i povrsinske elemente
koji u okviru ove teze nisu unapredjivani za potrebe nelinearne analize. Da bi se izbeglia izmena
MakeStiffMat() funkcije linearnog sistema, ostavljen je navedeni deo koda, koji nije od interesa
Za ovu temu.
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Glava 4

Objekat
grednog elementa

U ovom poglavju je analiziran objekat grednog elementa. U osnovi, razvijen je objekat
grednog elementa u prostoru i dva njegova specificna oblika, vezana za nacin izvodjena matrice
krutosti 1 odredjivanje rezidualnih uticaja: jedan izveden metodom sila 1 drugi izveden metodom
deformacija.

U odnosu na sistem ¢igi su ¢lanovi, oba elementa su specijalni slucajevi prostornog grednog
elementa i iskazuju isto ponasanje. Ali u je njihovo unutrasnje ponasanje ( nacin na koji oni
obezbedjuju svoj odgovor sistemu ) znacagno razlicito. Te razike su izraZene pri nelinearnoj
analizi.

U ovom poglavju su izdvojeni osnovni zahtevi sistema od grednog elementa, funkcije ko-
jJima ce on odgovoriti na te zahteve © nacin na koji ce on menjati svoja unutrasnja stanja.

Primer zadavanja protoka vremena kao pobude moZze ilustrovati stepen razlike u odnosu
na uobicajeni proceduralni pristup. Ovaj slucaj pobude je primenjen i u elementu izvedenom
metodom deformacije © metodom sila. Mada je unutar elementa znacajno drugaciji tok odredi-
vanja uticaja, krajnji rezultat je isti.
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Analiza na kojoj se zasniva model grednog elementa ima korene u analizi ponasanja
sistema. U okviru analize sistema, identifikovane su ukupno ¢etiri funkcije koje ée biti inicirane
od strane sistema. U okviru tih funkcija, elementi grede ¢e menjati svoja stanja i vracati
informacije o svom doprinosu krutosti celog sistema odnosno prenosu rezidualnog optrere¢enja
na osnovne nepoznate.

Pri formiranju grednog elementa, odredjene funkcije su nezavisne od nacina koji je pri-
menjen pri izvodjenju izraza matrice krutosti. Naime, svi gredni elementi imaju po dva ¢vora,
svakom grednom elementu je potrebno obezbediti matrice transformacije iz lokalnog u glob-
alni koordinatni sistem i svi gredni elementi imaju iste informacije o eventualno oslobod-
jenim vezama. Zbog toga ¢e se formirati globalni gredni element GLB_Frame, sa zadatkom
da obezbedi funkcionalnost prelaza iz lokalnog u globalni koordinatni sistem, dok ¢e se kao
njegovi specijalni slucajevi javljati razliciti elementi - izvedeni u lokalnom koordinatnom sis-
temu. U ovom elementu ¢e se nadi i jedini¢i vektori u pravcu referentih osa, u obliku matrice
transformacije.

Da bi element mogao da pristupi ¢vorovima (da obezbedi koordinate, sazna sracunata
pomeranja i sl.) mora imati adrese objekata ¢vorova koji se nalaze na njegovim krajevima. Da
bi element grede mogao da pristupani opterecenju (pri genrisanju rezidualnih uticaja), objekat
ovog Stapa ima adresu sistema kome pripada.

Stanja elementa GLB_Frame

Stanja elementa GLB_Frame, jednozna¢no odredjuju njegovo ponasanje. To su:

e (Cworovi Element Stapa mora imati adrese (pointere) na évorove koji su na njegovom
kraju.

e lokalne ose Gredni element mora posedovati matricu koordinatne transformacije ( matrica
tri jedini¢na vektora od kojih je prvi, jedini¢ni vektor u pravcu ose Stapa, dok su druga
dva u pravcima lokalnih osa).

Na slici 4.1 dat je prikaz osnovnih relacija klasa, na kojima je odredjeno ponasanje
GLB_Frame i model koji je razvijen na nivou linearne analize.

Isti model je evoluirao za potrebe nelinearne analize, utoliko $to su samim elementima
stapova dodate nove funkcije, a umesto poprecnog preseka koji je iskazivao elasti¢no ponasanje,
koriséen je njegov specijalni oblik - koji iskazuje neelasti¢no ponasanje.

4.1 Element izveden metodom deformacije

Formiranje objekta grede, u kome su izrazi za ¢lanove matrice krutosti izvedenih primenom
metode deformacije (2.32) i (2.38), dovelo je do objekta Frame_TB. Kao §to je u diskusiji
oko karakteristika ove matrice krutosti zaklju¢eno, ovaj element ¢e imati samo jedan poprecni
presek. U geometrijskom smislu on ¢e biti lociran na mestu tacke numericke integracije ( na
polovini stapa ). Funkcije ovog elementa su odredjene zahtevima sistema. Kao sto je veé
uoceno, odgovarajuci na poruke sistema, Stap treba da obezbedi:
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Slika 4.1: Objektni model Stapa - na nivou linearnog sistema

1. Matricu krutosti Stapa: - primenom izraza (2.32) i (2.38) i njihovom modifikacijom
u zavisnosti od oslobodjenih veza (2.69), za to mu je potrebna samo duzina Stapa i
tangentna matrica krutosti poprec¢nog preseka. Zbog toga, poprecni presek mora da
obezbedi matricu krutosti preseka kao odgovor na poruku:

pCS->get_matriz_KM_sec(k).

2. Vektor ¢évornog opretecenja: Prema sistemu koji mu se obraca, ova funkcija ¢e vratiti
jedan vektor, ali da bi odredila taj vektor, mora da se od objekta slucaja opterecenja
dobije informaciju o intenzitetima sila na mestu poprec¢nog preseka i od objekta poprecni
presek informaciju o krutosti preseka na osnovu koje sracunava deformaciju preseka. Inte-
gracijom te deformacije nalazi deformacije krajeva, mnozenjem tih vrednosti sa matricom
krutosti, nalazi ’ reakcije sprecenih pomeranja’ koje sabira sa reakcijama u osnovnom
sistemu.

U nelinearnom postupku, od elementa se o¢ekuje donekle izmenjeno ponasanje:

1. Tangentnu matricu krutosti Stapa: - primenom izraza (2.32) i (2.38) i njihovom
modifikacijom u zavisnosti od oslobodjenih veza (2.69), za to mu je potrebna samo duzina
Stapa i tangentna matrica krutosti popre¢nog preseka. Zbog toga, poprecni presek mora
da obezbedi matricu krutosti preseka kao odgovor na poruku:
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pCS->get_matriz_KM_sec(k).

2. Postavlja probno stanje: U nelinearnom postupku, osnovne nepoznate- pomeranja
¢vorova se saopStavaju stapu, kako bi on postavio svoje * probno stanje . Na osnovu tih
pomeranja, u ovoj metodi, koriste¢i interpolacione funkcije ( izraz 2.37) salje popreénom
preseku poruku set TrialStrain() i postavlja popre¢nom preseku probno stanje deformacija.

3. Vektor rezidualnog opterecenja Ova funkcija se primenjuje u nelinearnom postupku.
Pri tome se odgovor daje na osvnovu vrednosti stati¢ih uticaja u presecima ( pozivom
getStress() ) i sumiranjem sa doprinostom optereéenja. ( ukoliko postoji ).

4. Utvrdjivanje probnog stanja: Pri zavrsenim iteracijama, pre novog inkrementiranja
nivoa optere¢enja, mora se objektu saopstiti da je trenutno stanje jedno od stanja na
ravnoteznom putu. To se obavlja porukom commit().

Zahtevi ( poruke ) koje ova klasa Salje elementima sistema su:

Poprecnom preseku:
get_matrix KM sec(k) -za matricom krutosti preseka
setTrialStrain() - postavlja vrednosti dilatacija
getStress() - trazi trenutnu vrednosti sila u preseku
commit() - utvrdjuje trenutnu vrednost ( konstatuje da je na putanji resenja )
setTime()

Sistemu ¢iji je ¢lan:
getStagelD()
getLamdaStage()
getElementLoadPP

Opterecenju elementa:

getForceVectorAt()

Stanja elementa

Stanja ili promenljve elementa, je skup podataka ili objekata koje sadrzi element, koji
jednoznacno odredjuju ponasanje elementa. U ovom slucaju to je stanje poprecnog preseka. Da
bi se ustedelo vreme pri sracunavanju koeficijenata matrice krutosti, objekat ¢e u sebi sadrzati
i matricu krutosti (dimenzija 12 x 12), ali i bool - podatak da li je matrica krutosti sracunata.
Pri zahtevu za matricom krutosti, proverice se da li ona postoji i ako postoji, vrati¢e se veé
postojeca matrica. Ukoliko ne postoji, sracunace se i sacuvati za buduéu upotrebu lokalna
matrica krutosti. Pri nelinearnim postupcima, po utvrdjivanju stanja ( po pozivu komande
commit()), Stap ce ponistiti podatak o postojanju matrice krutosti, kako bi se ona ponovo
sracunala, sada za novo stanje (novu krutost preseka).

4.2 Element izveden metodom fleksibilnosti

Formiranje objkta grede, izvedenih metodom fleksibilnosti (2.56) i (2.58), odnosno pri-
menom Stapa sa vise segmenata dovelo je do objekta Frame.

Za razliku od grednog elementa Frame_TB, ovaj element ¢e moéi da ima jedan ili vise
poprecnih preseka.

83



GLAVA 4. OBJEKAT
4.2. ELEMENT IZVEDEN METODOM FLEKSIBILNOSTI GREDNOG ELEMENTA

U slucaju linearne analize, na osnovu matrice fleksibilnosti preseka, upotrebom izraza
(2.56), element je u stanju da obezbedi analiticki integrisane vrednosti ¢lanova matrice fleksi-
bilnosti za Stap konstantnih karakteriska poprec¢nog preseka. U slucajevima kad se presek Stapa
skokovito menja, upotrebom (2.71), odredjivace se doprinos svakog dela stapa deformacijama
krajeva (¢lanovima matrice fleksibilnosti), da bi se sumiranjem tih matrica, dobila matrica
fleksibilnosti celog stapa ¢iji su clanovi integrisani i sumirani analiticikm izrazima.

Pri nelinearnoj analizi, tangentna matrica fleksibilnosti Stapa, ¢e se odredjivati na osnovu
tangentnih matrica fleksibilnosti preseka. Kako je stanja preseka a time i matrice fleksibilnosti
preseka moguce obezbediti u diskretnim tackama, to se mora usvojiti odredjena pretpostavka o
nacinu promene tih karakteristika duz Stapa, na osnovu vrednosti na referentnim mestima. Isti
problem se javlja i kod integracije vektora ekvivalentog opterecenja ili rezidualnog opterecenja.
Zbog nemogucnosti da se u ovom slucaju odrede analiticki izrazi, usvojena je pretpostavka da
je stanje celog dela stapa homogeno. To znaci da su karakteristike (fleksibilnost i deformacija
preseka) na celom delu stapa odredjeni karakteristikom referentog poprecénog preseka za taj
deo. Zbog toga se primenjuje modifikovani izrazi za clanove matrice fleksibilnosti (2.58).

Funkcije ovog elementa su odredjene zahtevima sistema. Kao sto je ve¢ uoceno, odgo-
varajuéi na poruke sistema, Stap treba da obezbedi:

1. Matricu krutosti: U zavisnosti od broja preseka, primenom izraza (2.56) i (2.58), najpre
interno odredjuje matricu fleksibilnosti. Za to mu je potrebna samo duzina Stapa i tan-
gentna matrica fleksibilnosti poprecnog preseka, odnosnno duzine segmenata u slucaju
Stapa sa viSe poprecnih preseka. Od svakog od poprecnih preseka, ocekuje se matrica
fleksibilnosti kao odgovor na poruku pCS->get_matriz_C_sec(C). Inverzijom matrice flek-
sibilnosti, transformacijama na 12 stepeni slobode, eliminacijom oslobodjenih veza i trans-
formacijom u globalni koordinatni sistem se dobija matrica krutosti.

2. Vektor ¢vornog opretecenja: Prema sistemu koji mu se obraca, ova funkcija ¢e vratiti
jedan vektor, ali da bi odredila taj vektor, mora da se od objeka slucaj opterecenja dobije
informaciju o intenzitetima sila na mestu poprecnog preseka a od objekta poprecni presek
informaciju o krutosti preseka na osnovu koje sracunava deformaciju preseka. Sam proces
integracije deformacije krajeva je obradjen u delu 4.3. MnozZenjem vrednosti deforma-
cija krajeva sa matricom krutosti, nalazi ’ reakcie sprecenih pomeranja’ koje sabira sa
reakcijama u osnovnom sistemu.

U nelinearnom postupku, ovaj element mora izkazati znatno slozenije ponaSanje. Infor-
macije koje sistem ocekuje od elementa su iste kao da se radilo o svakom drugom elementu ( ne
zavisno od nacina na koji je izveden ). Sa druge strane, metodom fleksibilnosti se moze odredji-
vati samo doprinos u okviru linearnog ponasanja. U ovom slu¢aju element mora da pamti svoje
‘zaostale deformacije’ i 'ravnotezne sile’ iz prethono utvrdjenih stanja na ravnoteznom putu.

Osnovni problem je uzrokovan ¢injenicom da je za trenutno stanje dilatacije, za svaku
vrednost prirasta dilatacije, moguce dobiti prirast napona, ali obrnuto nije. Nije moguce za
svaku vrednost napona zadati prirast napona i dobiti odgovaranjuc¢i prirast dilatacije. Dovoljno
je posmatrati elasto-plasti¢ni materijal, kome je moguce zadati proizvolju vrednost dilatacije, ali
nije moguce kao pobudu zadati vrednos napona iznad grani¢ne vrednosti. Otuda su materijali, a
time i poprecni preseci ograniceni na poruke kojima se moze zadati probna vrednost deformacije,
dobiti tangenta vrednost krutosti i dobiti vrednost sila ali obrnuti postupak nije uvek moduc.

U nelinearnoj analizi, od elementa Frame se ocekuje da obezbedi:
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1. Tangentnu matricu krutosti:Za trenutno stanje, u zavisnosti od broja preseka ,pri-
menom izraza (2.56) i (2.58), najpre interno odredjuje matricu fleksibilnosti . Za to mu je
potrebna samo duzina Stapa i tangentna matrica fleksibilnosti popre¢nog preseka, odnosno
duzine segmenata u slucaju stapa sa vise poprec¢nih preseka. Od svakog od popreénih pre-
seka, ocekuje se matrica fleksibilnosti kao odgovor na poruku pCS->get_matriz_C_sec(C).
Inverzijom matrice fleksibilnosti, transformacijama na 12 stepeni slobode, eliminacijom
oslobodjenih veza i transformacijom u globalni koordinatni sistem se dobija matrica kru-
tosti. Ovaj postupak je identican postuku u linearnom sistemu.

2. Postavlja probno stanje: U nelinearnom postupku, osnovne nepoznate-pomeranja
¢vorova se saopstavaju Stapu. Za razliku od metode deformacije, kad se primenom inter-
polacione funkcije, jednostavno moglo saopstiti stanje probne dilatacije preseku, u metodi
fleksibilnosti ne postoje interpolacione funkcije za deformaciju. Otuda se umesto promene
deformacija preseka, mora zadati njihov prirast. Prirast deformacija preseka je odredjen
na osnovu prirasta sila na krajevima, prirasta opterec¢enja duz Stapa (ako ga je bilo) i tan-
gente vrednosti matrice fleksibilnosti preseka. Otuda u okviru jednog elementa se mora
pratiti stanje deformacija na krajevima ( da bi se znao intenzitet prirasta ). Algoritam
ovog postupka je ukratko prikazan:

Uz} = [42]"{U} (4.1a)
{055} = / €2 (4.1b)
(AU} =[G {Up} — {Un3°], (4.1c)
{AF°} = [GI[KJ{AU} (4.1d)
{apse} = {pah —{ppod (4.1¢)

{AFENPL = (AP} 4 {AFA9} (4.1f)
{AFR©)} = [IN©I{AF™™ )+ {AF29(9)) (4.1g)
(At} = [c™©]{art©)} (4.1h)
{63(5)} = CS— > getTrialStrain() (4.1i)
cS— > setTrmlStram({eR(f)} + {Aeglwt(g)}) (4.1j)

{arpe} = {F29) (4.1k)

Ukratno, u (4.1.a) se pomeranja ¢vorova prevode u lokalna pomeranja Stapa. Zatim, op-
eracijama (4.1.b) sprovodi postupak koji je detaljno opisan u okviru poglavlja 4.9 1 4.6 i
kojim se integracijom deformacija preseka, odredjuje stanje pomeranja krajeva stapa koje
odgovara probnim vrednostima deformacija preseka. Prirast pomeranja krajeva ¢vorova
({AU®};) odredjen izrazom (4.1.c) se nalazi kao razlika zadatih pomeranja cvorova i
vrednosti dobijenom integraciom. Prirast sila od prirasta pomeranja ¢vorova se nalazi u
(4.1.d), mnozenjem prirasta pomeranja ¢vorova sa tangentnom matricom krutosti. Uko-
liko postoji prirast optere¢enja po stapu AQ , on izaziva dodatni prirast reakcija Stapa
(4.1.e) koji se odredjuje izrazima (2.68.b i ¢), pri ¢emu je deformacija u osnovnom sistemu
usled sila odredjena izrazima (4.7) i (4.6) na osnovu prirasta sila od prirasta opterecenja i
tangentnih matrica krutosti preseka. Konacna vrednost prirasta sila na krajevima stapa
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{AFEN D} usled prirasta optere¢enja i dodatnog pomeranja évorova je odredjeno izra-

zom (4.1.f). Prirast sila na mestu poprecnog preseka {AF R(g)}, je odredjen prirastom
sila na krajevima i prirastom optereéenja (izraz (4.1.g)). Probna vrednost dilatacije na
mestu poprecnog preseka je vektor koji je dobijen od strane poprecnog preseka zahtevom
getTrialStrain() , dok je prirast elasti¢ne deformacije poprecnog preseka odredjen izra-
zom (4.1.h). Na kraju se poprecnom preseku zadaje probna vrednost dilatacije jednaka
zbiru postojeée probne i elasti¢nog prirasta (izraz (4.1.j)). Vrednost sila na krajevima
usled prirasta opterecenja ({F Aq} ) koji se javljaju na 'osnovnom sistemu proste grede’ ,

smeSta u promenjivu {AFOAQ}.

3. Vektor rezidualnog optereé¢enja: Ova funkcija se primenjuje u nelinearnom postupku.
Slicno funkciji setTrialNodeDisp() , ova funkcija obavlja znatno slozenije opreacije na
stapu formiranom metodom fleksibilnosti. Ukratko, odgovor Stapa na ovu funkciju se
svodi na postavljanje probnog stanja nakon ¢ega se primenjuju slede¢e operacije:

v}y = [did (4.22)
(avg} = {UpSP — (U8} — {AUS 5} (4.2b)
{AFRVY = [K1{AUR} (4.2¢)
{arr} = {AFSY) - {aFR"} (4.2d)
{Fr} = {Fg™} +{AFg} )
(PR = [A2)" {Fr} )

Pri ovome, je najpre u (4.2.a) , se integracijom deformacija preseka duz stapa, odredi
pomeranje krajeva koje odgovara trenutnom stanju. Sam postupak integracije je prikazan
izrazima (4.9) i (4.6). Potom se odredi prirast pomeranja u odnosu na utvrdjenu vrednost
{U&,m}, umanjenu za intenzitet prirasta neelasti¢nih deformacija u odnosu na poslednju
utvrdjenu vrednost {AUg }. Prirast rezidualnih sila, koje su posledica prirasta pomer-
anja ¢vorova, se odredjuje u (4.2.c), mnozenjem prethodno odredjenog pomeranja sa
matricom krtosti, da bi se ukupan prirast rezidualnih uticaja Stapa, odredio izrazom
(4.2.d) sumiranjem sa prirastom reakcija osnovnog sistema proste grede usled prirasta
optere¢enja duz stapa ( koji je sracunat u okviru setTrialNodeDisp, funkcije. Ukupno
rezidualni uticaji koje Stap prenosi na ¢vorove su jednaki zbiru prethodnih probnih vred-
nosti akumuliranih sila i ovog prirasta, kao $to je pokazano u (4.2.e). Na kraju, se vrsi
transformacija u globalni koordinatni sistem i sistemu se isporucuje vrednost rezidualnog
opterecenja u golobalnom koordinatnom sistemu.

4. Utvrdjivanje probnog stanja: Pri zavrSenim iteracijama, pre novog inkrementiranja
nivoa optere¢enja, mora se objektu saopstiti da je trenutno stanje jedno od stanja na
ravnoteznom putu. To se obavlja porukom commit().

Kako je u ovom elementu, primenjivano elasti¢no ponasanje u iteracijama u okviru jednog
inkrementa, dok je sistem u celini nelinearan, to se u samom elementu mora cuvati do-
voljno podataka za odredjivanje prirasta svih potrebnih veli¢ina. Podaci koji moraju biti
sracunati u tim iteracijama su:
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(a) Stanja poprecnih preseka se ¢uvaju u objektima popreriih preseka, od njih se do-
bija tangentna matrica fleksibilnosti preseka i probna vrednost deformacija preseka.

(b) {U&,m} - Pomeranja koja su utvrdjena u lokalnom koordinatnom sistemu.
(¢) {U%,;} - Probna vrednost pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu.

(d) {AUR g} - Prirast neelastiéne deformacije u odnosu na poslednje utvrdjeno stanje.
Ovaj vektor se mora c¢uvati u slucaju da je kao pobuda u okviru inkrementa, za-
data vrednost koja ¢e generisati neelastiéne deformacije krajeva ( na primer protok
vremena kod viskoznih materijala ).

(e) {F gom} - Utvrdjena vrednost rezidualnog opterecenja, (akumulirana u prethodnim
inkrementima )

(f) {AFOA q} - vektor prirasta reakcija u osnovnom sistemu u okviru tekude iteracije.
Ova veli¢ina se sracunava pri setTrialNodeDisp a koristi i u toj rutini i u getResid-
ualEndForc.

(g) {AFg} vektor prirasta rezidualnih sila. Ova veli¢ina se mora ¢uvati jer se u toku
iteracija u okviru jednog inkremena vrednost ovog vektora menja, te je tek po utvrd-
jivanju zadovoljavajuceg stepena ravnoteze u ¢vorovima, sistem ¢e poslati poruku
commit i tek Ce se tada primeniti izraz (4.3.b), kojim se vrednosti rezidualnih sila
sumirati.

Pozivom funkcije commit svim popreénim presecima se prosledi ista poruka (4.3.a) (i
oni utrvrde svoju vrednost), a potom ¢e ’ tekuée ' probne vrednosti postati utvrdjene
(4.3.b), odnosno rezidualne sile inkrementirane (4.3.c) a privremene vrednosti inkreme-
nata ponistene (4.3.d) i (4.3.e).

CS —> commit() (4.3a)
{Ubomy = AUz} (4.3b)
{FEemt = {Ffom) 4+ {AFR) (4.3¢)
{AUXpr = {0} (4.3d)
(AR = {0} (43¢)

5. Postavljanje vremena, se obavlja funkcijom kojom se sistem obraca stapu set Time(double
T). Za raziku od grednog elementa ¢iji su ¢lanovi matrice krutosti izvedeni metodom de-
formacije, u ovom slucaju se mora odrediti i prirast neelasticne deformacije krajeva Stapa
(ukoliko do njega dolazi). Odnosno sem poruke kojom se poprecnom preseku zadaje
vreme, mora mu se saopstiti da izvrssi svoje balansiranje (4.4.a). Usled tog balansiranja,
staticki uticaji u preseku ¢e ostati nepormenjeni, dok Ce se izgenerisati neelasti¢na defor-
macija preseka u celini, koja ¢e biti iskoris¢enja za odredjivanje neelasticne deformacije
grede (4.4.b) i (4.4.c). Pre postavljanja novog vremena, gredi se mora uputiti poruka
commit, kako bi neelasticna deformacija u tom inkrementu bila jednak razlici izmedju
utvrdjenih i trenutnih deformacija.

CS —> setTimeAndBalanceForc(T) (4.4a)
(U255} = / €2 diy (4.4b)
{AURpy = {U2°} = {U2on} (4.4c)
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Zahtevi (poruke) koje ova klasa Salje elementima sistema su:

Poprec¢nom preseku:

get_matrix_C_sec(C) -za matricom fleksibilnosti preseka
getTrialStrain() - ocitava vrednosti dilatacija
setTrialStrain() - postavlja vrednosti dilatacija

commit() - utvrdjuje trenutnu vrednost ( konstatuje da je na putanji resenja )
setTimeAndBalanceForc(T)

Sistemu ¢iji je ¢lan:

getStagelD()
getLamdaStage()
getElementLoadPP

Optere cenju elementa:

getForceVectorAt()
getDefVectorAt()

Objekti od kojih se sastoji ovaj objekat karakterisu moguca unutrasnja stanja koja odred-

juju ponasanje objekta. To je u najvetem delu navedeno u okviru opisa funkcije setTrialN-
odeDisp, te ¢e ovde biti samo rekapitulirano:

1.

1D identifikator pomocu koga od sistema za odredjeni slucaj optereéenja dobija objekat
opterecenja.

C'S - Poprecni preseci duz stapa. Ovi objekti sadrze svoje funkcije i po potrebi obezbed-
juju vrednosti deformacija, sila ili krutosti i fleksibilnosti u preseka.

{U&,m} - Pomeranja koja su utvrdjena u lokalnom koordinatnom sistemu.

. {U%,;} - Probna vrednost pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu.

{AUR p} - Prirast neelasti¢ne deformacije u odnosu na poslednje utvrdjeno stanje. Ovaj
vektor se mora cuvati u slucaju da je kao pobuda u okviru inkrementa, zadata vred-
nost koja ¢e generisati neelasticne deformacije krajeva ( na primer protok vremena kod
viskoznih materijala ).

{F < Om} - Utvrdjena vrednost rezidualnog opterecenja, (akumulirana u prethodnim inkre-
mentima )

. {AFO q} - vektor prirasta reakcija u osnovnom sistemu u okviru tekuce iteracije. Ova

velicina se srac¢unava pri setTrialNodeDisp a koristi i u toj rutini i u getResidualEndForc.

{AFR} vektor prirasta rezidualnih sila.
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Pored formalne integracije matrice krutosti, odredjivanje uticaja opterec¢enja linijskog ele-
menta na sam element i sistem u celini je direkto zavisno od karakteristika elementa (rasporeda
krutosti duz elementa). Otuda je i pri linearnom ponasanju, funkcija integracije ovih uticaja
poverena elementu.

U nelinearnoj analizi, staticki uticaji koje element prenosi na ¢vorove (reakcije elementa)
se nazivaju rezidualnim uticajima. U sluc¢aju nelinearne analize, i uticaji opteretenja Ce se
takodje odredjivati (integrisati) kao rezidualni uticaji.

4.3 Slucajevi opterecenja

Pri analizi uticaja, isti struktuni sistem se izlaze razlicitim skupovima uticaja koji is-
tovremeno deluju. Uobicajeni naziv za grupu spoljasnjih uticja koji se analizira je slucaj
opterecenja. Treba napomenuti da je pri linearnim analizama, moguce vrsiti kombinaciju
slucajeva opterecenja, i na taj nacin nezavisno posmatrati uticaje pojedinih delova opterec¢enja
koja inace istovremeno deluju sa drugim, kako bi se ocenio doprinos svakog pojedinacnog dela.

U nelinearnim analizama, ne postoji moguénost superpozicije, te se svaki skup optere¢enja
mora nezavisno analizirati. U ovim sistemima je bitan redosled nanosenja uticaja, te se umesto
slucajeva optere¢enja u linearnoj analizi, moze govoriti o fazama. Svaka faza sistema, predsavlja
jedno stanje sa definisanim optere¢enjem. Kako redosled faza odredjuje ponasanje sistema, to
je u analizi nelinearnih sistema, iskoriS¢ena mogucénost da se optereéenje svake faze, formalno
unosi kao slucaj optere¢enja. Redosled faza, odgovara redosledu indeksa slucajeva optereéenja.
Parametar intenziteta optereéenja A po svakoj fazi ima vrednosti od 0 do 1 (A = 0 je na pocetku
faze i A = 1 na kraju faze ). Na taj naéin je opterecenje u fazi ¢ u funkciji parametra A odredjeno
izrazom:

q(i,\) =Aq+ (1 — N)gia

Sistem ( ili strukturni Domen ), je zaduzen za ¢uvanje podataka o strukturi a time i
o opteretenjima. Jedna od funkcija sistema na zahtev elementa obezbedjuje informaciju o
otere¢enju elementa (ukoliko postoji), odnosno da vrad informaciju da je element neopterecen.
U okviru sistema, se formira slucaj optere¢enja ( LoadCase) kao poseban objekat. On ¢e sadrzati
listu opterecenja stapova (ElementLoad), listu opterec¢enja ¢vorova (NodeLoad), listu zadatih
pomeranja ¢vorova (NodeDispl) kao i podatak o trenutku zavrsetka faze (EndLCTime). Taj
podatak o trenutku zavrsetka faze je potreban da bi se mogli analizirati efekti vremenskih
deformacija.

Graficki prikaz objektnog modela slucaja opterecenja (LoadCase) se moze videti na skici
4.2. Od interesa za ponaSanje Stapa je klasa FElementLoad, koja ¢e sadrzati informaciju o
opterecenju konkretnog elementa - grede.

Primena objektno orijentisanog modeliranja na klasu ElementLoad, obuhvata tri osnovne
faze:

1. Identifikacija - prepoznavanje osnovnih funkcija koje se ocekuju od buduéih objekata
ove klase. U prethodno izlozenim postupcima, mozemo uociti da je to informacija o
intenzitetu presecnih sila na staticki odredjenom osnovnom stapu. Odnosno u slucaju
linearne analize i tzv. deformaciono opterecenje preseka (efekti temprature i skupljanja
t, At i eg). To su informacije koje su stapu potrebne da bi mogao da izvrsi integraciju
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LoadCase

—— ] [——

ElementLoad NodelLoad || NodeDispl| | EndLCTime

[

basicLoad00

FrameLoadUniform FramelLoadTrapez FrameLoadConc

FramelLoadTemp

Slika 4.2: Objektni model slucaja opterecenja

ekvivalentnog ¢vornog ili rezidualnog opterecenja, odnosno da na osnovu prirasta sila
uspostavi priraste deformacija na svojim karakteristicnim presecima u nelinearnoj analizi.

2. Apstrakcija buduc¢ih objekata u klase. U ovom slucaju to je uspostavljanje klase Ele-
mentLoad koja, koriste¢i osobinu aditivnosti statickih uticaja, u sebi sadrzi niz (ili vektor)
osnovnih opterecenja - basicLoad00 stapa. Kako se ne moze unapred utvrditi koliko i ko-
jih sve osnowvnih operecenja ¢e se na¢i na odredjenom Stapu, to se svi oni moraju tretirati
na isti nacin, odnosno sva osnovna opterecenja moraju biti klasa istog tipa. To je u ovom
slucaju klasa basicLoad00. Specijalni slucajevi te klase, se usvajaju kao izvedene klase,
i u ovom slucaju, to su klase FrameLoadUniform , FrameLoadTrapez , FrameLoadConc
i klasa koja ¢e biti primenjivana samo u liniearnim analizama pri generisanju deforma-
cionog opterecenja FrameLoadTemp. Sam naziv svake od ovih klasa govori o kakvom se
opterecenju radi. U zavisnosti od konkretne klase, sadrzace razlicite podatke. Tako ce
za uniformno opterecenje biti dovoljno poznavati intenzitet optereéenja, pravac ( deluje
u pravcu lokalne ose x,y ili z ) i tip ( da li je optere¢enje momentima ili silama).

3. Realizacija - utvdjivanje funkcija ( interface-a ) kojim ée se vrsiti komunikacija izmedju
klasa u toku proracuna. U odnosu na slucaj opterecenja ( LoadCase ), funkcije koje treba
da obezbedi su da vrati adresu objekta ( opterecenja Stapa ili ¢vora ). To su funkcije:

e bool LoadCase::get_ElementLoad PP (int const iD, element_load ** pp_load)
e bool LoadCase::get_NodeLoad(int const iD, NodeLoad0 * &pLoad)
e double LoadCase::getStageTime()

Stap ¢e se obratiti sistemu, sa svojim idetifikatorom, i dobiti kao informaciju adresu ob-
jekta ElementLoad-a. Od objekta optere¢enja (ElementLoad), Stap ¢e zatraziti informa-
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ciju o intenzitetu vektora presec¢nih sila na konkretnom preseku, ili o intenzitetu vektora
dodatnih deformacija na konkretnom mestu. Otuda svi objekti tipa ElementLoad, moraju
imati dve funkcije:

e double * get_forceVector_at(int const NoOfforces, double const at_x,double const
1.x); Funkcija vraéa vektor sila na zadatom preseku, ukoliko je duzina stapa bila 1 x.

e double * get_defVector_at(int const NoOf, double const at_x,double const 1 x); Funkcija
vraca vektor dodatnih - neelasticnih deformacija na zadatom preseku, ukoliko je
duzina Stapa bila 1_x.

A sam objekat ¢e sadrzati vektor objekata tipa basicLoad00 i izvrSiti pozivanje iste
funkcije po svim optereéenjima Stapa i sumiranje uticaja. Na kraju, samom Stapu, Ce
biti saopstena vrednost sile na zadatom mestu.

4.4 Integracija deformacije Stapa

Integracija deformacije Stapa, ¢e biti neophodna pri odredjivanju ekvivalentnog optereé¢enja
u linearnoj analizi odnosno rezidualanog optere¢enja u nelinearnoj analizi za Stapove izvedene
metodom fleksibilnosti. Mada se u oba sluc¢aja radi formalno o slicnom postupku, postoji
znacajna razlika, jer se u linearnoj analizi koriste samo staticke velic¢ine i krutost preseka. U
nelinearnoj analizi se postupak mora sprovoditi za inkrement sila, koris¢enjem deformacija pre-
seka, tangente krutosti preseka kao i prirasta neelasticne deformacije krajeva stapa ako je do
njega doslo.

Pri nelinearnoj analizi, ova integracija mora biti istog kvaliteta kao i integracija clanova
matrice krutosti, odnosno broj integracionih tacaka mora biti isti. To je u nelinearnoj analizi
nametnulo koriséenje matrica manje tacnosti (numericki integrisane) u odnosu na one koje je
moguce obezbediti analitickim izrazima.

4.4.1 Numericka integracija deformacija krajeva u linearnoj analizi

U linearnoj analizi, karakteristike poprecnih preseka ostaju konstantne tokom analize.
Sam postupak integracije deformacije, presdavlja numericki postupak integracije izraza (2.40)
do (2.44) izrazenih u funkciji krutosti preseka i slia koje deluju u preseku. U zavisnosti od
argumenta koji je prosledjen funkciji, numericka integracija ¢e se obaviti podelom Stapa na ns
segmenata, sa ns + 1 poprecnih preseka koji su na istom rastojanju uz numeraciju prikazanu
na slici 4.3.

U tom slucaju usvaja se preptostavka o identicnim duzinama segmenata. Za svaki pre-
sek, koji je numerisan od 0 do ns, odredjuje se prirast deformacija preseka na {€y.es}; na
osnovu sila u preseku (4.5,b) koje je sracunao objekat FEelementLoad, dodatne deformacije (
deformacijonog opterecenja ) (4.5,c), koje je takodje obezbedio objekat ElementLoad, matrice
fleksibilnosti popre¢nog preseka (4.5,d) koju je sra¢unao poprecni presek koji je pozvan funkci-
jom get C'SpAt(§) . Pozivima sekvenci funkcija (4.5), obezbedjuju se vektori deformacije u
presecima duz stapa.
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Slika 4.3: Pretpostavljeni oblik promene sila i deformacija duz stapa

Numericka integracija se sprovodi izrazima (4.6).

l

& = -
{FLesti pLoad— > get_forceVector,t(6,&;,1)
{€serr}i = pLoad— > get_defVector_at(6,&;,1)

[C], <= get.CSpAt(&)— > get_matriz_C_sec(C)
{epresti =[Ol {F oo} +{€derr

U okviru tih izraza je usvojena pret-

postavka o linearnoj promeni svih deformacijskih veli¢ina izmedju preseka, kao sto je prikazano

na sici 4.3.

Ry(i-1) T Ky
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Yay(0) + Vaytns) + Poo) T Pons) 1
2
40
l
40l
l
W(l) o
I + Spy(ns)
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(4.6a)

(4.6b)

(4.6¢)

(4.6d)
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V(i
o) = Py~ (4.6h)
(ez(0) + €ons) 1 " l
Al = 2O als)] © RO 4.6i
2 ns + ; () s (4.61)

(6:?(0) + eR(ns)) l nsl l

o) = TN LS (o, L) (46

ns — ns
=1

4.4.2 Modifikacija numericke integracije

Pri nelinearnoj analizi, izlozeni postupak numericke integracije nije moguce sprovesti jer se
pri nelinearnoj analizi, vrednosti deformacija preseka obezbedjuju od strane objekata poprec¢nih
preseka. Prirasti deformacija krajeva se mogu sra¢unati kao u prethodnom slucaju, ali sumiranje
nece biti korektno, buduci da se u osnovi radi o razlic¢itim postupcima integracije. Zbog toga
je izvrsena modifikacija prednodnog postupka, kako bi se dobile vrednosti deformacija koje ¢e
biti istog stepena tacnosti kao kod buduée nelinearne analize. U ovom slucaju, Stap se sastoji
od odredjenog broja poprec¢nih preseka, koji su konstatnih karakteristika u okviru segmenta.
Nelinearnost se sadrzi u samom objektu materijala, koji je prenosi na poprecni presek a time
ceo segment Stapa ima iste dilatacije. Na taj nacin se uvodi pretpostavka da je defomacija
dela Stapa - segmenta homogena. Zato se modifikacija sastoji u numerickoj integraciji uz
konstantne karakteristike po segmentu, odredjene za presek na polovini segmenta. Za razliku
od prethodnog postupka, u ovom sluc¢aju nije potreban parametar ns jer je on odredjen brojem
poprecnih preseka koji je odredjen kad je definisan Stap. Pri definisanju geometrije Stapa,
definisano je nC'S poprecnih preseka ( koji mogu imati iste karakteristike ). Svaki poprecni
presek C'S; se prostire od &;_1 do &;, kao sto je na slici 4.4 prikazano.

ECSi
¢ -
¢ s -]
® $s1 .
0 0 T, 2 | i o ! | r]|S_1 0 PS
o v 1 1 s 1 1 o |

Slika 4.4: Polozaj poprecih preseka i usvojeni oblik promene deformacija duz stapa

Na slici su pravougaonicima prikazani polozaji polovine segmenta. To su referentni
polozaji objekta popreénog preseka. Usled staticikih uticaja na referentim polozajima, de-
formisSe se poprecni presek a kako je na segmentu stanje deformacija homogeno, to ¢e svaka od
komponenti vektora deformacija poprecnog preseka duz segmenta imati konstantne vrednosti.
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Izrazi (4.5) se delom menjaju. Tako izrazi (4.5), postaju (4.7). U njima se razlikuje izraz
ale.

& = §si +255i—1 (4.78)
{Fl..}i = pLoad— > get_forceVector,t(6,&;1) (4.7b)
{€defr.}i = pLoad— > get_defVector_at(6,&;,1) (4.7¢)

[C], <= get-CSpAt(&)— > get-matriz_C_sec(C') (4.7d)
{epresti = [CL{Ecs}i + {€derrti (4.7e)
di = &i—&i (4.7f)

U ovom slucaju, posmatra se deformacija ¢, ¥9), W;" 1 V;" tacaka koje su na kraju

segmenta ( na spoju segmenta i i+ 1 ). Izrazi (4.6.a) do (4.6.d) se sukcesivno sra¢unavaju.

<P2(i) = 902(1'_1) — Ky(i)di (4.8a)
Sﬁg(i) = @2@-1) + Kz d;
2
W, = W,_1+ (%;z() gDyZ 1) )d; + Ky(s) 2 (4.8¢)
2
Vvl) = V (fywy(z) + (pz (i— 1))d + Rz (i) 22 (48d>
W(l
py(0) = z() (4.8¢)
V
0:(0) = z() (4.8f)
Wi
o) = g, (1.58)
l
o) = Py~ L0 (4.8h)
nCS
Al = ( i) (4.8)
nCS

4.4.3 Numericka integracija deformacije Stapa u nelinearnoj analizi

U nelinearnoj analizi, objekti poprecinih preseka, sadrze u sebi vrednosti deformacija
preseka. Za utvrdjeno stanje deformacije preseka, deformacija Stapa se integrise koris¢enjem
izraza (4.6). Razlika se javlja u odredjivanju deformacija preseka, umesto izraza (4.7), u ovom
slucaju se koriste (4.9). Na taj nacin se odredjuje deformacija krajeva stapa koja odgovara
postavljenim probnim vrednostima deformacija preseka {U%TCZ-S}, koji se koriste u okviru (4.1.b),
(4.2.a)

Esi + i1

& = e (4.9a)
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{€pres}i = get_CSpAt(§)— > getStrain() (4.9b)
di = &i—&in (4.9¢)

U okviru rezimiranja ponasanja grednog elementa, treba napomenuti da se mnogi od
navedenih izraza obavljaju u oviru objekta grednog elementa i presdavljaju njegovu ’ privatnu
" stvar. Korisniku objekta su bitne samo javne funkcije kojima on komunicira sa objektom. U
ovom slucaju to je pet funkcija. Ove funkcije su:

1. getTangent();

2. setTrialNodeDisp( double *, double *);

3. getResidualEndFore(const int & LC, const double lamda, int ns) ;
4. CreateEndLoadVector4LC(int const & s, int const & ns) ;

5. commit() ;

6. setTime(double T);
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Glava 5

Objekat
poprecnog preseka

U okviru ovog poglavlja, obradice se objekat poprecnog preseka. On formira veze general-
1sanih statickih © deformacijskih velicina u preseku, prihvata informaciju o probnim vrednostima
deformacija i obezbedjuje informaciju o vrednostima sila koje odgovaraju probnim vrednostima
deformacija

U okviru opisa linijskih elemenata, izloZen je postupak formiranja modela stapa kao 1
formirange krutosti preseka, bez ulaZenja u nacin na koji e se relacije izmedju deformacija
1 sila u preseku obezbediti. U ovom poglavlju ée se prikazati postupci za formiranje matrica
krutosti i fleksibilnosti preseka.
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Osnovne funkcije popre¢nog preseka u ovoj analizi je obezbedjivanje odgovora na poruke
-zahteve Stpa.
Tok modeliranja i formiranja objektnog modela popre¢nog preseka sadrzi tri faze:

e Identifikacija - prepoznavanje osnovnih funkcija koje se ocekuju od buduc¢ih objekata
ove klase. U prethodno izlozenim postupcima, mozemo uociti da je to informacija o
tangentnoj matrici krutosti, tangentnoj matrici fleksibilnosti, kao i vrednosti vektora
statickih i deformacijskih veli¢ina u preseku. Popreéni presek takodje treba da obezbedi
mogucénost zadavanja ’ probnih vrednosti pobude ’ $to su u ovom sluc¢aju deformacije
preseka. Pored gore navedenog, u analizi vremenskih deformacija, presek mora da prihvati
informaciju o protoku vremena, odnosno da prema potrebi, sam izvsi svoje balansiranje.

J

e Apstrakcija budué¢ih objekata u klase. U zavisnosti od tipa analize, najpre Ce se formi-
rati najjednostavniji model poprecnog preseka koji ¢e biti u stanju da opise homogeno
ponasanje u linearnoj analizi. Potom ¢e se formirati model proizvoljnog visedelnog
poprecnog preseka koji ¢e biti primeren linearnim i nelinearnim modelima sa vise ma-
terijala u okviru jednog preseka. Objekat poprecnog preseka se u najjednostavnijem
slucaju (homogenog preseka) sastoji od objekta oblika preseka (CrossSec0) i objekta Ma-
teryjal. Specijalni slucajevi oblika popreénog preseka su 'pravougaoni’ i ’kruzni’ poprecni
presek. Ova dva oblika su izvedena iz klase CrossSec0. Objektni model klase homogenog
poprecnog preseka FrCrossSec je prikazan na slici 5.1 .

FrCrossSec
Materijal CrossSec0
RectCrossSect CircCrossSect

Slika 5.1: Model homogenog poprecnog preseka

Za opisivanje nelinearnog ponasanja, modelira¢e se nova klasa popre¢nog preseka Fr-
CrossSecNL.Kako je to specijalni slucaj poprecnog preseka, ova klasa ¢e se modelirati kao
subklasa klase FrCrossSec. Nelinearno ponasanje preseka je u fizickom smislu, proizaslo
iz nelinearnog ponasanja materijala. Otuda ¢e se povrsina poprec¢nog preseka podeliti na
vise delova (sli¢no fiberima, vlaknima ili patch-ovima). U svakom od delova, materijal ¢e
biti u homogenom stanju kako bi se mogao dodeliti jedan objekat materijala tom delu.
Objektni model nehomogenog poprecnog preseka, prikazan je na slici 5.2 .
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PRESEKA ILI DELA PRESEKA POPRECNOG PRESEKA

FrCrossSec

A
FrCrossSecNL

nST nST

UniaxialMaterial CrossSec0 Materijal

RectCrossSect CircCrossSect

Slika 5.2: Model nehomogenog poprecnog preseka

e Realizacija - utvdjivanje funkcija (interface-a) kojim ¢e se vrsiti komunikacija izmedju
klasa u toku proracuna. U odnosu na gredni element, ove funkcije su ve¢ definisane.
Pri integraciji tangentnih krutosti povrsine CrossSec) moraju preseku obezbediti svoje
geometrijske karakteristike u skladu sa zahtevom (od vrednosti povrsine, preko polozaja
tezista, do momenata inercije), dok materijali moraju objektu poprecnog preseka obezbe-
diti svoje tangentne krutosti koje odgovaraju utvrdjenom stanju i napone koji odgovaraju
trenunom stanju. Sa druge strane, materijali od sistema dobijaju informaciju o zadatoj]
probnoj vrednositi dilatacija na osnovu vektora probnih vrednosti defomracija preseka i
polozaja tezista materijala.

5.1 Geometrijske karakteristike
preseka ili dela preseka

Geometrijske karakteristike preseka su poverene klasi CrossSec(. Ovakav objekat, na za-
htev vrac¢a informaciju o relevantnim geometrijskim karakterisikama potrebnim za odredjivanje
doprinosa vrednostima matrice krutosti i fleksibilnosti preseka. Te funkcije su:

e Funkcije koje obezbedjuju koordinate relevantnih preseka: get_Yi(), get_Zt() , get-Ys()
get_7s()

e Funkcije koje obezbedjuju vrednosti povrsine i koeficijenata smicanja: get_A() , get_ky(),
get_kz()

e Funkcije koje obezbedjuju vrednosti statickih momenata sracunatih u odnosu na refer-
entnu osu: get_SyR(), get_SzR()
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e Funkcije koje obezbedjuju momente inercije u odnosu na tezisne ose: get_IyT() , get_1zT(),
get_IyzT(), get_It()

e Funkcije koje obezbedjuju vrednosti momenata inercije u odnosu na referentu osu :

get-IyR(), get_1zR(),get_IyzR()

Objekat povrsine poprecnog preseka CorssSec() se ne zadaje preko oblika, veé¢ preko karak-
teristika. Od navadenih funkcija, samo funkcije koje obezbedjuju karakterisitke u odnosu na
referentne ose vrse proracun, dok ostale samo vracaju vrednosti lokalnih promenjivih. Specijalni
slucajevi oblika popre¢nog preseka su dva oblika:

1. Pravougaoni oblik, modeliran objektom RectCrossSec kome je dovoljno definisati: visinu
h ( dimenziju u pravcu lokalne ose 3 ) i 8irinu ( dimenziju u pravcu lokalne ose 2 ) a
prema potrebi i odsutpanje polozaja tezista od referente ose ( dy i dz ). Na osnovu tih
podataka, ovaj objekat obezbedjuje sve vrednosti geometrijskih karakteristika.

2. Kruzni poprecni presek, kome je dovoljno zadati vrednost poluprec¢nika i prema potrebi
odsutpanje polozaja tezista od referente ose ( dy i dz ). Na osnovu tih podataka, ovaj
objekat obezbedjuje sve vrednosti geometrijskih karakteristika.

5.2 Materijal

Ovaj objekat je modeliran za potrebe linearne analize. U skladu sa potrebama linearne
analize, ocekuje se linearno elastican materijal a za njegovo definisanje je dovoljno uneti: E -
moduo elasticnosti, v - Poasson-ov koeficijent, gamma - zapremisku masu, alpha koeficijent
termicke dilatacije.

Pozivima get_E(), get-v() , get_G(), get_.gamma() i get_alpha() , ovaj objekat obezbed-
juje brojne vrendosti : Modula elasit¢nosti, Poasson-ovog koeficijenta, modula smicanja, za-
preminske mase i koeficijenta termicke dilatacije.

Treba napomenuti da je ovaj objekat daleko jednostavniji od objekta UniazialMaterial
koji ¢e biti obradjen u sledecoj glavi i koji omogucava modeliranje nelinearnih efekata.

5.3 Homogen poprecni presek

Da bi se odredjeni poprecni presek smatrao homogenim, nuzno je da bude na njemu pri-
menjen samo jedan materijal, kao i da karakteristike tog materijala budu konstantne, nezavisno
od nivoa opterecenja ili faze proracuna. Na taj nacin, homogeni popre¢in preseci su svedeni
na linearno povasanje, mada mogu biti primenjeni i u nelinearnim sistemima za modeliranje
elemenata koji ¢e imati linearna svojstva. Materijal koji moze biti primenjen u homogenom
popre venom preseku je ograniceni na klasu Materijal.

Uprkos svojoj jednostavnosti, homogeni poprecni preseci obezbedjuju potpunu funkiconal-
nost pri modeliranju greda u oblasti linerane analize kao i kod greda koje treba da iskazu linearno
ponasanje u nelinearnoj analizi. Dve kalase CrossSec0 i Materijal obezbedjuju sve neophodne
podatke za formiranje odgovora koje pred homogen poprecni presek postavlja sistem.

Poruke koje obezbedjuje ovaj objekat su:
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e Tangentna matrica krutosti preseka: Obezbedjuje se pozivom funkcije get_matriz_KM_sec(K)
Clanovi matrice su odredjeni izrazima (2.26) i modifikovani kako bi matrica bila simetriéna
(u skladu sa diskusijom sa strane 33) i to je matrica K=, Ovi ¢lanovi zavise samo od
geometrijskih karakteristika oblika preseka, modula elasticnosti i modula klizanja mater-
ijjala.

e Tangentna matrica fleksibilnosti: Obezbedjuje se pozivom funkcije get_matriz_C_sec(C).
Clanovi matrice su odredjeni izrazima (2.24) i zavise samo od geometrijskih karakteristika
oblika preseka, modula elasticnosti i modula klizanja materijala.

e Postavlja probne vrednosti deformacija preseka. Obezbedjuje se pozivom setTrial-
Strain( matriz—m Eps) kojim se probne vrednosti dilatacija smestaju u sam objekat kako
bi se u slucaju da se uputi poruka getStrain() mogla vratiti, ili u sluéaju da se uputi
proruka getStress() taj vektor mogao pomnoziti sa matricom krutosti poprecnog preseka
i takva vrednost vratiti.

e Obezbedjuje vrednosti postavljene probne dilatacije, pozivom getStrain()
e Obezbedjuje vrednosti sila u preseku, pozivom getStress()

e Funkcija setTimeAndBalanceForce(double T) je dodata ovom objektu da bi takvu poruku
on mogao prihvatiti i da bi stap sa homogenim presekom mogao biti primenjen u nelin-
earnoj vremenskoj analizi. Ali kako linearno elastican materijal, ne menja svoje stanje
usled protoka vremena, to ova funkcija neé¢e uticati na homogeni poprecni presek.

e Funkcija setTime(double T) je slicno pretnodnoj, dodata ovom objektu da bi takvu
poruku on mogao prihvatiti, ali ona ne uti¢e na promene stanja ili odgovore homogenog
poprecnog preseka.

Stanje objekta je odredjeno sa tri objekta unutar njega, i to su:
1. CrossSec0 objekat oblika poprecnog preseka
2. Materijal objekat materijala

3. Vektor probnih vrednosti deformacija ( koji se menja pozivom setTrialStrain( matriz-m
Eps))

5.4 ViSedelni poprecni presek

Nehomogeni popreéni presek se modelira tako Sto se povrSina poprecnog preseka podeli
na vise delova, pri ¢emu je svaki od tih delova u homogenom stanju. Zbog toga se u ovom radu,
umesto izraza nehomogeni poprecni presek, koristi izraz visedelni poprecni presek. U svakom
od delova se nalazi po jedan objekat jednoaksijalnog materijala. Ovi delovi imaju funkciju
vlakana, fibera ili regiona. Svakom od delova, karakteristike materijala su odredjene objektom
materijala, kome su kao pobuda redom prosledjivane i deformacije tezista tog dela, odnosno
vremenski inkrementi celog sistema.

Primeri oblika popreénih preseka, sa podelom na povrsine su dati na slici 5.3.
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Slika 5.3: Oblici poprecnih preseka i podela na povrsine

Na slici 5.3.a je prikazan presek koji je podeljen na dve povrsine. Takva podela je primer-
ena modeliranju spregnutih nosaca pri ¢emu ¢e oba materijala ostati u elasti¢noj oblasti a pri
tom materijal M2 moze iskazati viskozna svojstva i svojstva skupljanja. Taj model ne treba
primenjivati u slu¢aju da se zeli modelirati materijalna nelinearnost (elasto-plasti¢no ponasanje
celicnog dela). Naime, kako se karakteristike materijala odredjuju na osnovu dilatacije u tezistu
povrsine, presek ¢e se elasticno ponasati sve dok se na mestu teziSta ne dostigne dilatacija na
granici tecenja.

U slucaju da se zeli pratiti oStecenje pri savijanju u jednoj ravni, presek treba modelirati
kao na slici 5.3.b. U tom slucaju, presek je podeljen na lamele, i dostizanjem odgovarajucée
dilatacije u tezistu lamele, materijal u cCitavoj lameli menja karakteristike. Ovakav model ¢e
sa druge strane biti nepraktican u slucaju da sve lamele ostanu u linearnoj oblasti a opet nece
moci da prikaze efekte ostecenja savijanjem u drugoj ravni.

Model preseka prikazan na slici 5.3.c je model kod koga je presek podeljen na veliki broj
povrsina u oba pravca i moze prikazati ostec¢enje usled kombinacije normalnih sila i momenata
savijanja u oba pravca. Mada univezalan, ovakav model u sebi krije veliki broj operacija koje
se moraju obaviti pri svakom zahtevu sistema.

Poruke koje ¢e prihvatati objekat visedelnog preseka, su odredjene zahtevima sistema i to
su poruke koje su ve¢ navedene kako u okviru modela stapa, tako i u okviru modela homogenog
poprecnog preseka.

e Tangentna matrica krutosti poprecnog preseka. Obezbedjuje se pozivom funkcije
get_matriz_-KM _sec(K) za sve povrSine u okviru poprecnog preseka. Clanovi matrice
svakog dela su odredjeni izrazima (2.26) i korigovani u znaku ¢lanova pete kolone (u
skladu sa diskusijom na strani 33). Ovi ¢lanovi zavise samo od geometrijskih karakter-
istika preseka, tangentnog modula elasti¢nosti i modula klizanja materijala. Tangentne
matrice krutosti svih povrsina popre¢nog preseka se sumiraju i dobija se tangenta matrica
krutosti celog preseka.

e Matrica fleksibilnosti preseka se obezbedjuje istim pozivom kao kod homogenog pre-
seka: get_matriz_C_sec(C) ali se ne mogu koristi izvedeni izrazi za ¢alnove matrice fleksi-
bilnosti. U ovom sluc¢aju se najpre mora na¢i matrica krutosti celog preseka, sumiranjem
¢lanova matrica krutosti delova preseka (odredjenih izrazima (2.26), bez korekcije znaka
pete vrste). A potom se inverzijom te matrice, nalazi matrica fleksibilnosti slozenog
preseka.
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Postavljanje probne vrednosti deformacija preseka. Obezbedjuje se pozivom set-
TrialStrain( matriz-m Eps) kojim se probne vrednosti dilatacije svakog dela odredjuju na
osnovu dilatacije na mestu tezista tog dela. Tako se izvrsavaju (5.1.a) i (5.1.b) po svim
povrsinama. Potom se poziva getStrain() koji ¢e sracunati odgovarajuce sile i na kraju
vektor probnih dilatacija preseka izjednaci sa zadatim.

EZR = iy KyZmi — K, YTi (5.1a)
Mat[i] — > setTrialStrain(el) (5.1b)

{fi} = {"} (5.1¢)

Obezbedjuje vrednosti postavljene dilatacije, pozivom getStrain(), pri cemu ¢e se
vratiti vektor {e%i} koji je postavljen nekom od ranijih poruka.

Obezbedjuje vrednost sila u preseku, pozivom getStress(). Ova funkcija po svim
povrsinama, odredi tangetni moduo elasticnosti i smicanja ( 5.2a 1 b ). Odredi normalni
napon u materijalu 5.2.c. Na osnovu napona u materijalu, odredi rezultuju¢u normalnu
silu u delu povrsine kao i doprinost tog napona momentima savijanja oko y i z ose (5.2d,e
i f). Odredi priraste transverzalnih sila i momenta torzije na osnovu tangentnog modula
smicanja, prirasta deformacije u odnosu na utvrdjeno stanje ( 5.2g,h ii) . Da bi na kraju
sumiranjem dobio konacne vrednosti statickih uticaja.

E; = Mat[i]— > getTangent() (5.2a)

E;
G, = m (5.2b)
o = Matli]— > getStress() (5.2¢)
N, = 04 (5.2d)
My, = o;Syf+ m?”]yic E; (5.2¢)
Mz = —0:92F +kI"I:C E; (5.2f)
ATy, = (457 =5 Aikys — (017 — 69°™)S2F) G, (5.28)
ATz = (v =A™ Ak + (007 = 05°™)Syf) G (5.2h)
AMz; = (45 = k)82 + (VI = 25em)Syft + (057 — 65 ™) It Gi (5.2i)
N = Y N, (5.2j)
My = Y My; (5.2k)
Mz = Y Mz (5.21)
Ty = Ty“™+> (ATy) (5.2m)
Tz = T2+ (ATz) (5.2n)
Mz = Mz®™+Y (AMuz) (5.20)
{F'"'} = {N,Ty, Tz, Mz, My, Mz}" (5.2p)

e Funkcija setTime(double T) prosledjuje vreme materijalima u sivim delovima popre¢nog

preseka. Ukoliko neki od materijala ima viskozno svojstvo ili osobinu skupljanja, on ¢e
na osnovu ove funkcija izmeniti svoje stanje.
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e Funkcija setTimeAndBalanceForce(double T) dodeljuje svim materijalima u popre¢nom
preseku vreme a potom izvrsi balansiranje deformacija u preseku tako da intenziteti sila
ostanu kao pre zadavanja vremena. Na taj nacin, u preseku nastaje dodatna - neelasti¢na

deformacija.
{FT”} = getStress() (5.3a
{ET” = getStrain() (5.3b
[C] get_matriz_C_sec(C') (5.3c
setTime(T) (5.3d

{FNew} = getStress() (
{AF} = {FNew} —{pTri} (5.3f
{eNew} — {ETTi} o [C] {AF}

(
setTrialStrain(eV*) (5.3h

[zlozeni modeli su testirani i potpuno funkcionalni, ali im se moze zameriti §to su u¢injena
znatna pojednostavljenja u tretmanu uticaja i deformacija popre¢nih sila. U ovom objektnom
modelu moze se primeniti proizvoljni objekat poprecnog preseka, pod uslovom da moze da da
odgovor na navedene upite.
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Glava 6

Modeliranje
ponasanja materijala

U ovom poglavlju ée se obraditi modeliranje ponasanja materijala. Uprkos postojanju
brojnih sloZenih materijalnih modela, v ovom radu ce se akcenat staviti na specificnosti modela
materyjala koje su potrebne za anlizu linijskog elementa.  Prikazani su osnovni modeli ma-
terijala, analizirana je mogucnost njihovog kombinovangja kao i problemi vezani za numericko
modeliranje kombinacija osnovnih modela.

Na kraju su prikazani neki od sloZenih modela, koji jednoznacno odrejuju odgovor za za-
datu pobudu. Najveci broj ovih objekata modela je preuzet i modifikovan iz OpenSees-a, odnosno
FEDEAS-a. U okviru ovog rada razvijen je model linearno elasticnog viskoznog materijala koji
simulira CEB-ov odnosno EC2 predlog za odredjivangje efekata tecenja i skupljanja.
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Opisivanje veza izmedju stati¢ikh veli¢ina (napona) i deformacijskih veli¢ina na nivou
materijala je povereno konstitutivnim vezama. U zavosnosti od stepena apstrakcije, postoji
mnogo nacina da se prikazu zavisnosti statickih i deformacijskih velicina.

Najopstiji pristupi polaze od konstitutivnih modela zasnivanih na pricipima termodi-
namike. Nove tehnologije i moguc¢nosti proracuna razvijaju konstitutivne modele koji omoguca-
vaju analizu efekata plasit¢nosti, konacih deformacija, anizotropnog ostecenja i drugih slozenih
pojava. Ovi modeli se verifikuju na jednostavnim ali trodimenzionim modelima za koje su
poznate ocekivane vrednosti stanja koja se prate. Slozenost modela ilustruje ¢injenica da je
sama integracija nelinearnosti koja proizilazi is materijalnog modela na jednostavnim konac¢nim
elementima predmet mnogih nauc¢nih radova.

Veze koje se dobijaju omogucavaju razvijanje opstih konstitutivnih modela. Pri opisivanju
realnih materijala i razlicitih nelinearnosti u njima, predlaze se usvajanje odgovarajucih koefi-
cijenata. Matematicki modeli omogucéavaju modeliranje veza u trodimenzionom naponskom
stanju.

Sa stanovista strukturne analize, materijalni model treba da obezbedi vezu:

F(Ao, Ae, D, g™t st ) =0 (6.1)

sto znaci da na osnovu poznate istorije napona, istorije deformacija, ostecenja, plasti¢nih de-
formacija i drugih parametara, za trenurno stanje napona i deformacija na osnovu pretpostavl-
jenog prirasta napona, odredi prirast deformacija, ili da na osnovu pretpostavljenog prirasta
deformacija, odredi prirast napona.

Veza (6.1) se linearizuje i za potrebe strukturne analize se svodi na izraz kojim se povezuju
prirasti napona i prirasti elasti¢nih deformacija (6.2):

AUZ‘J' = Cijkl(D, AE, UhiSt, EhiSt, ...)Aezl (62&)
A€l = Kiju(D, Ao, ghist ehist Aoy (6.2b)

v

Veza kojom se odredjuje prirast neelasti¢cne deformacije je:

A€l = Aeis(D, Aa, ghist ehist ) (6.3)

U izrazima (6.2) i (6.3), tackice oznacavaju proizvoljan broj parametara koji uticu na
vezu. Ti parametri su: temperatura, vlaznost, starost, karakteristike materijala i sli¢no.

Izrazi (6.2) i (6.3) se uprkos svojoj opstosti ne mogu koristiti u svim oblastima mehanike,
ali je njihova uoptreba pri analizi elasticih, plasti¢nih i viskoznih efekata zadovoljavajuca.

6.1 Primena u modelu linijskog nosaca

Ogranicenja koja namecéu pretpostavke modela proracuna grednog nosaca u mnogome
su smanjila potrebu za stepenom apstrakcije kojim se opisuju konstitutivne veze. Redukcija
svih karakteristika na liniju, nametnula je pretpostavku ravnog preseka. Pretpostavka ravnog
preseka, ogranicila je upotrebu materijalnog modela na ravno stanje napona uz ogranicenje
deformacije preseka kao celine. Sa druge strane, uocava se potreba da materijalni model bude
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prilagodjen specificnim zahtevima, kako bi prikazao slozene efekte nelinearnog ponasanja pre-
seka, kao celine.

Ravno i linearno stanje napona su specijalan slucaj prostornog stanja, ali direktna primena
materijalnog modela koji izrazava prostorno stanje napona, u jednodimenzionalnom naponskom
stanju, pri modeliranju ponasanja preseka u celini, nije optimalno reSenje ve¢ se moraju vrsiti
prilagodjavanja.

Da bi se ilustrovao problem, mozemo posmatrati armirano betonski presek optereéen
na zatezanje. Prirastom intenziteta optereéenja, dolazi najpre do oste¢enja zategnutog dela
betona, a potom i do formiranja prsline. Posto je ceo beton u homogenom naponskom stanju,
prslina se naglo Siri preko celog betonskog dela preseka. Detaljna analiza efekata bi konstatovala
da je na mestu preseka napon u betonu u pravcu ose Stapa jednak nuli, dok se staticki uticaj
prenosi preko armature. Presek u kome se javila prslina je u odnosu na osu Stapa beskonacno
kratak deo i umesto analize samog preseka, mora se analizirati deo Stapa neposredno ispred i iza
preseka ( zona oko preseka ) a navedeni efekti ’ razmazati . Pri tome bi se moralo konstatovati
da se u presecima ispred i iza prsline smi¢uc¢im naponima prenose uticaji sa zategnute armature
na beton, kao i da dolazi do formiranja i propagacije prsline koja odvaja beton od armature.
Posmatranjem samo kombinacije jednoosnog naprezanja betona i aramture, bi se medjutim
dobile veze izmedju sila i izduzeneja koja ne bi obuhvatila efekte sadejstva betona i armature.
Jasno bi se javio skok u deformaciji stapa i pad aksijalne krutosti stapa kao celine. To ponaSanje
medjutim nije realno (zbog navedenih uticaja sadejsta zategnutog betona i armature, ¢ija bi
detaljna analiza nametnula upotrebu trodimenzionih elemenata za modeliranje betonskog dela
Stapa i armature, kao i analizu sa stanovista mehanike loma).

U nekim pristupima modeliranju, klasi material, se dodeljuje uloga generatora materijalne
nelinearnosti. To je slu¢aj u objektnom modelu koji je razvijan u okviru OpenSees. U tom
slucaju, se u okviru klase materijal, obuhvataju i oblici nelinearnosti koje se javljaju u okviru
poprecnih preseka strukturnih konac¢nih elemenata. Pri tome se slozeno nelinearno ponasanje
pri ciklicnom opterec¢enju generisano u klasi materijal, primenjuje za povezivanje momenta i
krivine M — k ili transverzalen sile i smicanja celog preseka T, — ~,..

Vrsta problema koja se analizira namece niz potrebih vrednosti koje treba da obezbedi
klasa materijala. U ovom radu je naglasak stavljen na materijalnu nelinearnost, ostecenje
i viskozne deformacije kao osnovne uzroke nelinearnosti. Otuda je paznja posveéenja onim
karakteristikama materijala koje su potrebne za opisivanje takvog ponasanja. To je pre svega
ponasanje pri monotonom optereéenju. Sa druge strane, u opStem pristupu, klasa treba da
obezbedi i odgovor na ponasanje pri ciklicnom i dinamickom opterec¢enju. Zbog toga su klase
kojima se opisuje ponasanje materijala u OpenSees-u prilagodjene ciklickom i dinamickoj anal-
izi.

Osnovne funkcije koje ¢e se traziti od elementa su informacije o krutosti za trenutno stanje,
informacije o prirastu sila za zadat prirast deformacija. Pored toga, od elementa ¢e se oc¢ekivati
da pamti utvrdjena stanja tokom opterecenja. Zato i jednodimenzioni model materijala mora

da obezbedi:

e getTangent Vraca tangentnu vrednost krutost koja odgovara utvrdjenom stanju, u ovom
slucaju, funkcija ¢e vracati tangente vrednosti modula elasti¢nosti i modula smicanja.

e setTrialStrain Postavlja probne (privremene) vrednosti dilatacija.

e getStress Vraca vrednosti napona koje odgovaraju probnim (privremenim) dilatacijama.
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o (Ccommit Utvrdjuje privremene vrednosti dilatacija.

Pored navedenih funkcija, koje se u slicnom obliku javljaju i u drugim objektnim mod-
elima, u cilju obezbedjivanja prirasta vremenskih defomracija, klasa materijala bi trebala biti
obogacena funkcijama koje generisu takve deformacije:

e setTime : Zadaje vreme, a materijal koji poseduje viskozna svojstva generise svoje dilat-
acije na osnovu istorije naprezanja.

Svaki od materijala mora biti osposobljen da primi ovakve instrukcije. To znaéci da je
potrebno u osnovnoj klasi materijal uneti te funkcije, dok ¢e u izvedenim klasama, one biti
preklopljene. Svaki od materijala ¢e sadrzati i informaciju o zapreminskoj masi, kao i in-
formaciju o koeficijentu termicke dilatacije kao i funkcije kojima se postavljaju i vra¢aju ovi
parametri, ali njima ne¢emo posvecéivati posebnu paznju u ovom radu.

U ovom radu ¢e se definisati minimalni broj klasa materijala koje su potrebne za defin-
isanje nelinearnih efekata u jednodimenzionom materijalu, uz naglasak je veliki broj objekata
nastao modifikacijom slicnih objekata preuzetih iz objektnog modela OpenSees-a.

6.1.1 Modeli tdealnth materijala

U mehanici se ponasanje materijala pojednostavljuje i idealizuje. Modeli idealizovanih
materijala su jednostavni za analizu a njihovom kombinacijom se mogu opisati slozene veze.
U ovom delu je dat kratak osvrt na jednodimenzione modele ¢dealnih materijala i njihove
kombinacije. Idealni materijali su oni specijalni (mada jednostavni) tipovi materijala. Mada je
njihovo ponasanje jednostavno preostali deo sistema, njima pristupa kao bilo kom materijalu.
Odnosno, u odnosu na trenutno stanje: odredjuje tangentnu krutost, zadaje nove vrednosti
nezavisnih promenjivih (dilatacija) i trazi odgovor zavisnih vrednosti (napona). Otuda ¢e nacin
komunikacije biti isti i u slucaju idealno elasticnog materijala, bez obzira na ¢injenicu da se
njegova krutost moze direktno dobiti. Primeri idealnih materijala su:

Idealno elastican materijal

Jednodimenziono ponasanje idealno elasticnog materijala je izuzetno jednostavno. Param-
etar koji je konstanta nezavisno od nivoa opterecenja je:

e Moduo elasti¢nosti - E

Klasa funkcioniSe nezavisno od intenziteta ili istorije probnih dilatacija i uvek kao tengentnu
krutost materijala vraca iste vrednosti modula elasticnosti. Uprkos tome, pri integraciji ma-
trice krutosti sistema ili odredjivanju rezidualnog optereéenja, objekti (popre¢ni preseci) ée se
obracati ovoj klasi na isti nacin kao i svakoj drugoj.

Kruto plastican materijal

Ponasanje ovog materijala je jednostavno za opisivanje ali se u njegovom modeliranju
javljaju problemi koji su pre svega uzrokovani potrebom da se on tretira kao i svaki drugi ma-
terijal. Naime njegova krutost je do dostizanja napona plastifikacije beskona¢na. Po dostizanju
napona plastifikacije, krutost postaje beskonacno mala za prirast dilatacije ali je beskonacna
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za rastere¢enje do dostiznaj napona plastifikacije u suprotnom smeru. Problem u modeliranju
je uzrokovan ¢injenicom da se u numerickom smislu beskonacne velicine modeliraju konacim
(mada izuzetno velikim ili izuzetno malim) brojevima. Izuzetno velike ili zanemaljivo male kru-
tosti pri minimalnim prirastima dovode do divergencije nelinearnog postupka kojim se generise
ponasanje veza ovakvih materijala. Zato se ovaj materijal moze modelirati kao elastoplasti¢ni
materijal sa jako velikim modulom elasti¢nosti, mada, povezivanje ovog elementa sa ostalim
u serijsku vezu, dovodi do nestabilnosti celog materijala. Otuda se razvijaju modeli slozenijih
materijala koji ¢e u svom sastavu ukljucivati efekte serijske veze ovog materijala sa drugim
modelima.

Prekidni materijal

Slicno krutoplasticnom materijalu, i ovaj model materijala se koristi pri jednostavnom
opisivanju ponasSanja, ali istovremeno, generise nestabilnost pri serijskom povezivanju sa drugim
materijalima. OsStec¢enje koje se njime opisuje se iskazuje u modelima slozenih materijala, dok
se sama upotreba ovog materijala izbegava.

Materijal koji generise efekte zazora - GAP - materijal

Ovaj materijal sluzi da se prikaze model pri kome se aktivira veza nakon dostizanja
odredjene vrednosti dilatacije. Slicno krutoplasticnom ili prekidnom materijalu, u serijskoj
vezi sa drugim materijalima generiSe nestabilnost te se umesto njegove direktne primen koriste
slozeni modeli materijala.

6.1.2 Slozeni materijali

Slozeni materijali se u mehanickom smislu dobijaju serijskim i paralelnim povezivanjem
osnovnih materijala. Mada je takav pristup sa mehanickog stanovista potpuno prihvatljiv,
pri modeliranju se (osim u sluc¢aju idealnoielasticnog materijala) javljaju brojni problemi. Ti
problemi se pre svega manifestuju odsustvom konvergencije reSenja. Otuda se umesto upotrebe
serijske veze, koriste slozeni materijali, koji u sebi na posredan nac¢in sadrze osnovne materijale.
Njihovo ponasanje je medjutim jednoznac¢no odredjeno.

Idealno elastoplastican materijal

Za opis idealno elastoplasti¢nog ponasanja materijala, usvojena je klasa koja je slicna klasi
ElasticPPMaterial iz OpenSees-a. Modeliranje ovakvog ponasanja se formalno moglo postic¢i
serijskom vezom idealno elasticnog i krutoplasticnog materijala. Ali bi se u tom slucaju pri
svakoj promeni stanja morala obaviti nelinearna analiza. PonaSanje materijala je definisano
parametrima:

e Moduo elasticnosti - E
e Napon tecenja pri pozitivnim naponima - Yn
e Pocetna vrednost dilatacije - €

e Napon tecenja pri negativnim naponima - Yp
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e Zaostalom plasticnom deformacijom ’privatnim parametrom’ koji sam materijal menja i
prati.

Paralelno generisani materijal

Ovaj materijal sluzi da omogucéi paralelnu vezu vise materijala. Proizvoljan broj materi-
jala se mogu paralelno vezati i na taj nacin dobiti Zeljeno ponasanje. Formira se od proizvoljnog
broja materijala od kojih neki mogu biti i serijske veze postoje¢ih materijala. Ponasanje ovog
materijala je jednozna¢no odredjeno brojem i materijalima koji su povezani. Funkcije setTri-
alEps salje istu informaciju svim materijalima koji su paralelno vezani, dok funkcije getTangent
i getTrialForce vrse sumiranje krutosti i napona svih materijala.

Serijski povezani materijal

Ovaj model materijala omogucava serijsko povezivanje vise materijala. Materijali su lini-
jski vezani i pri zadavanju probnog intenziteta dilatacije, materijal mora rasporediti tu dilataciju
po svojim komponentama. U osnovi, po postavljanju probne vrednosti dilatacije, materijal
ulazi u nelinearni postupak rasporedjivanja dilatacija prema svojim komponentama. Stanje
ovog materijala je odredjeno stanjima materijala od kojih je nacinjen, ali u okviru same klase
se uocavaju 'privatne’ promenjive:

e Cstrain i Tstrain - utvrdjena i probna vrednost (Cstrain=e‘ i Tstrain=¢" ) .

Cstress i Tstress - utvrdjena i probna vrednost napona (Cstress=c¢ i Tstress=o" ).

Ctangent i Ttangent - utvrdjena i probna vrednost krutosti (Ctangent=FE* i Ttangent=FE"

).

nizovi *stress, *flex i *strain - Nizovi vrednosti napona, fleksibilnosti i dilatacija po ma-
terijalima, koje se menjaju u toku iteracija. ( oy, f; i€ ).

tolerancija i maksimalni broj iteracija

Niz materijala ¢ijim je povezivanjem dobijen serijski povezan materijal (¢uva se niz point-
era na materijale)

Upravo serijski povezani materijal moze posluziti kao dobar primer prednosti i mana ob-
jektnog pristupa analizi problema. Naime, taj materijal kao i svaki drugi materijal, sadrzi
osnovne funkcije kojima komunicira sa sistemom kome je potreban. Njegova struktura zahteva
da se u slucaju upotrebe nelinearnih modela u serijskoj vezi, pri postavljanju probne vrednosti
dilatacije obavi unutar njega nelinearna analiza kojom ¢e se rasporediti uticaji po elementima
koje sadrzi. Pri toj analizi, moze do¢i do divergencije resenja. I pri veoma jednostavnim
testovima ciklicnog opterecenja serijske veze idealno elasti¢nog i idealno elastoplasticnog mod-
ela, u zavisnosti od algoritma, dolazi do divergencije resenja.

Objektnim pristupom, izolovano je ponasSanje materijala u klasama materijala, i postu-
pak nelinearne analize i ne zna za probleme klase materijala. Postupak samo trazi tangentne
vrednosti krutosti preseka i neubalansirane uticaje i njih proverava u odnosu na kriterijum
konvergencije, a to je ravnoteze statickih uticaja u ¢vorovima.
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Model materijala beton - Concrete01l

Realno modeliranje betona bi se moglo ostvariti kombinacijom serijskog i paralelnog
povezivanja velikog proja linerno elasti¢nih, elastoplasiténih i prekidnih elemenata. Takav
materijal bi iskazivao losu konvergenciju. Otuda je razvijen materijal koji na zadovoljavajuci
nacin iskazuje veze dilatacija i napona koje su uocene kod betona. U radu je preuzet i donekle
modifikovan kod razvijen od strane Frank McKenna, Georgy L. Fenves i Filip C. Filippou i
implementiran u OpenSees-u (Concrete01.cpp - rev 1.14) koji opisuje modifikovan Kent-Park
model. Ovaj model ne poseduje ¢vrstoc¢u pri zatezanju, dok se pri optere¢enju uocava ponasanje
karakteristicno za ostecenje i plasticnost. Karakteristike koje odredjuju ponasanje materijala
su:

ope Maksimalni napon pri inicijalnom opterecenju.

€pe dilatacija koja odgovara maksimalnom naponu pri inicijalnom opterecenju

Opeu, VIednost napona pri maksimalnoj dilataciji

€pew. Vrednost maksimalne dilatacije.

Ove karakteristike su prikazane na slici 6.1. Model materijala na slici ima vrednosti
Ope = =30, € = —0.002, 0pey, = —T7 1 €pey, = —0.012.. Na slici se uocava pad modula
elasti¢nosti pri rasterecenju, karakteristiCan za materijale sa oStecenjem.

Slika 6.1: Dijagram napona i dilataciji pri cikilicnom optere¢enju materijala Concrete01
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Model materijala beton - Concrete02

Model materijala betona koji je u moguénosti da primi naprezanja zatezanja je opisan
klasom Concrete02. Osnovno ponaSanje klase su razvili D.Size i C.Filippou na osnovu mod-
ela materijala sa linearnim oslabljenjem pri zatezanju i linearniim oSte¢enjem koji je prema
referencama u kodu i literaturi razvio Mohd Yassin. Karakteristike mateijala su odredjene
parametrima:

e 0, maksimalni napon pri inicijalnom opterecenju.

e ¢, dilatacija koja odgovara maksimalnom naponu pri inicijalnom opterec¢enju
® 0, vrednost napona pri maksimalnoj dilataciji

e vrednost maksimalne dilatacije.

e ) - odnos krutosti pri rastere¢enju nakon dostizanja Epcu

e 0; - maksimalni napon zatezanja.

e F,, - nagib krive omeksanja pri zatezanju.

Pri monotonom opterecenju (prirastu negativne dilatacije), oba materijala se ponasaju
identi¢no. Za razliku od Concrete01, ovaj materijala moze da primi izvesna zatezana i opiSe
ponasanje pri zatezanju.

-25 4

-30 -1

25

Slika 6.2: Dijagram napona i dilataciji pri cikilicnom optere¢enju materijala Concrete02

Modeli Concrete01 i Concrete02 iskazuju veoma slozene procese. Samo ponasanje ma-
terijala je svedeno na jednodimenzioni modela a broj parametara od kojih zavisi ponasanje je
smanjen kako bi bio prilagodjen primeni.
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6.1.3 Materijali koji generisu dilataciju

U odsnosu na analizu sistema, posebna grupa materijala su materijali koji ¢e generisati
dilataciju i bez prisutva ili promene statickog uticaja (napona). Svi realni materijali imaju, u
vecoj ili manjoj meri, uz elasti¢ne i ove osobine, ali se njihovo ponasanje u ovoj analizi izdvaja
zbog karaktera nove dilatacije. Kako su u cilju jednostavnosti ve¢ definisani materijali koji su
bez ovih osobina, to ¢e se uvesti materijali koji ¢e imati samo ove osobine i generisati promene
dilatacije i bez promene napona. Ovi efekti su :

e Uticaj temperature - u zavisnosti od temperaturne promene, dolazi¢e do pojave dilatacije.

e Skupljanje - osobina koja je izrazena kod betona, u funkciji protoka vremena, vlaznosti,
materijala, oblika i drugih parametara i bez prisustva napona dolazi do pojave dilatacije.

e Tecenje ili puzanje - efekti pri kojima se u funkciji istorije napona javljaju dodatne dilat-
acije ( i bez promene napona ).

Serijskim povezivanjem ovih materijala sa ve¢ postojeé¢im materijalima se formalno mogu
napraviti modeli koji ¢e imati odgovarajuca svojstva ( uz elasto plastiéno ponasanje sa ostecenjem,
imace i osobine da mogu primiti i generisati deformaciju tokom vremena ili dilataciju uzroko-
vanu temperaturom.

Ukoliko se ovo ponasanje izdvoji na nivou materijala, svaki primerak klase materijala ce
morati da bude osposobljen da primi poruku setTime.

U serijskoj vezi, ovi materijali se usled opterec¢enja statickim uticajima, moraju ponasati
beskonacno kruto. Pojam beskonacne veli¢ine u numerickom modeliranju je problematican i
po pravilu se koristi dovoljno velika velicina, koja ¢e se u odnosu na ostale krutosti ponasati
kao beskonacna. Na taj nacin se svaki od materijala prakticno sveo na veoma krut elastican
materijal, koji sa druge strane ima mogucénost generisanja uticaja usled temperature ili istorije
napona.

Linearni viskozni materijal

Osobina viskoznog materijala je da generise dilataciju tokom vremena u funkciji inten-
ziteta napona. Linearnost izmedju intenziteta napona i neelasticnog prirasta deforamcije usled
tog napona, je Siroko primenjivana na odogovarajué¢im (radnim) naponskim nivoima. Otuda se
moze primeniti princip superpozicije uticaja tokom vremena. Odredjivanje reoloskog ponasanja
materijala se moze posti¢i kombinacijama serijskog i paralelenog povezivanja Newton-ovog tela
sa idealno elasticnim i plasticnim modelima materijala. Pri tome bi se karakteristike elemen-
tarnih tela usvajale na osnovu eksperimentalnih rezultata ponasanja samog materijala.

Za numericko modeliranje ovih efekata, znacajan je princip superpozicije i poznavanje
funkcije tecenja. Postojeci standardi definisu te funkcije, te se pri numerickim modeliranjima
veoma, Siroko koriste. Pojedini programi daju moguénost odredjivanja koefinijenata kojima
se metodom najmanjih kvadrata, nalaze koeficijenti uz funkcije kojima se modelira funkcija
tecenja.

Ogranicenje u primeni tih funkcija je pre svega u oblasti napona u kojoj vaze. To je po
pravilu oblast u kojima su materijali u odnosu na koje se primenjuju u elasticnom stanju (
lo| < 0,4fem , gde je fen graniéna vrednost napona u materijalu). Efekti ovih dilatacija na
oSte¢enim materijalima (bilo pri pritisku ili zatezanju) nisu pokriveni standardima.
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Ukoliko se ovi materijali primenjuju pri modeliranju samo u linearno elasti¢noj oblasti,
to omogucava da se za homogene preseke ili njihove delove (ceo materijal je u homogenom
stanju) za poprecni presek ili njegov deo odredi neelasti¢na dilatacija u funkciji istorije elasti¢ne
dilatacije, umesto u funkciji istorije napona.

Razvoj dilatacije, uz intenzitete napona koji ostavljaju materijal u elasticnoj oblasti, pri
konstantnom naponu se iskazuje izrazima:

e(t) = [ (b, T)Co(r)dr (6.4)

u zavisnosti od standarda, funkcijom J se izrazava deo koji je trenutna - elasti¢na dilatacija
i deo koji se razvija vremenom

J(t7) = Ett) + ¢(bf;;") (6.5)

Integraciojm izraza (6.4) u odredjenom periodu, dobija se izraz:

U izrazu se koristi koeficijent y koji uvodi efekat promene napona u periodu vremena. U
slucaju linearne promene, koeficijent y = 0.6 , dok je u slucaju kvadratne promene y = 0.8 .

Podelom vremena na veéi broj intervala, umesto integrala se dobijaju sume, a dilatacija
u trenutku n+1 postaje:

1—x n XO(tni1,ti) + (1 — X)P(tni1, tiv1)
E(tit1) Eog

S X
€n = AO'Z' + 6.7

U slucaju zanemarivanja promene modula elasti¢nosti tokom vremena, izraz se pojednos-
tavljuje i dobijamo za neelasticnu deformaciju u trenutku n+1:

n

N Z Ao, XP(tnr1, i) + (1 — X)P(tni1, tiv1)

€ =
n+1 E
i=1 28

(6.8)

Izrazi kojima se modelira funkcija tecenja, kao i promena modula elasticnosti tokom vre-
mena su definisani standardima.

Sa stanovista numerickog modela, materijal koji treba da generise neelasti¢ni deo viskozne
deformacije tokom vremena, treba da poznaje istoriju napona u smislu poznavanja niza inkre-
menata i vremena u kojima su se odigrali, kao i priraste elasti¢nih dilatacija.

Sam model je odredjen usvojenim kodom (standardom) i zavisi od niza parametara:
vlaznosti, vrste betona, poluobima, trenutka optereéenja i slicno. Funkcija promene koefici-
jenta tecenja kroz vreme se moze uociti deo koji odredjuje kona¢nu vrednost i deo koji pokazuje
razvoj funkcije kroz vreme. U zavisnosti od predloga uocavaju se izrazi za deo koji zavisi od
vremena:
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R D P t=to N7 5 1500 (6.92)
’ 0.14+t02\ By + (t—t,)
¢temp<t tO) - 1 25t—0.118 (t — to)o.ﬁ (6 9b>
’ T 104 (t—t,)0 '
1 t— o)™
¢temp<t7 tO) — ( ) (69C>

0.43 + 0.12047 2.4 + (£ — t,)047

Problem medjutim nastaje iz uslova sto je standardima po poravilu zahtevana elasticna
dilatacija (prirast neelasti¢ne dilatacije je dat u funkciji prirasta elasticne dilatacije). Na taj
nacin i materijal koji bi se dobio serijskim povezivanjem razli¢itih materijala sa viskoznim,
morao bi viskoznom materijalu da saopstava informacije o inkrementima celokupne elasticne
dilatacije. Sa drige strane, ve¢ pomenuti problem konvergencije serijski povezanih elemenata
dolazi do izrazaja, jer bi ovakav element (ukoliko bi zeleli da izdvojimo deo koji generise viskoznu
dilataciju) pri trenutnim opterecenjima morao biti beskonacno krut.

Uz navedeno ogranicenje standarda na naponske nivoe za koje je osnovano ostati na lin-
earnoj vezi, to namece odstupanje od principa formiranja modela materijala serijskim povezi-
vanjem, vec kreiranje materijala koji ¢e u sebi sadrzati izraze koji na osnovu istorije dilatacija,
vremena i temperature mogu u svakom trenutku odrediti napon.

U teorijskom smislu, ovi modeli su identicni modelima koji se dobijaju kompozicijom
(serijskim i paralelnim povezivanjem) jednostavnih materijala, ali je sustinska razlika u tome
Sto se u okviru njih ne sprovodi nelinearni postupak pri zadavanju pobude.

6.1.4 Linearno elasti¢ni viskozni materijal

U okviru rada, u cilju modeliranja viskoznih efekata i skupljanja, formiran je linearno
elastican viskozan materijal koji viskozne deformacije generise primenjujuéi empirijske izraze
predlozene standardima CEB-FIP i EC2. Navedeni materijal ¢e se ponasati linearno elasti¢no,
a pri zadavanju vremena, Ce generisati neelasticnu deformaciju skupljanja i tec¢enja.

Za odfedjivanje efekata skupljanja i tecenja se primenjuji izrazi definisani standardima
"CEB-FIP Model Code 90’i 'Evrokd 2’. Kako su standardom predvidjeni empirijski izrazi
funkcija nekoliko parametara to se pri definisanju materijala, ti parametri mogu uneti, a neki
od njih imaju pretpostavljenu - default vrednost. Pri formiranju modela odstupilo se od potpune
primene standarda jer je zanemarena promena modula elasticnosti kroz vreme, te je on usvojen
kao konstanta. Pri definisanju karakteristika materijala, ostavljena je moguénost da se ’iskljuci
skupljanje’, kako bi se rezultati mogli uporediti sa primerima iz literature.

Vremenske deformacije prema standardu: ’"CEB-FIP Model Code 90’

Parametri koji definisu viskozna ponasanje materijala prema standardu su:

e RH - vlaznost vazduha ( kako se u izrazima koristi kolicnik % , pri cemu je RHo = 100
) , to ¢e se vlaznost uneti u procentima odnosno u opsegu od 0 do 1.

e h - poluobim u milimetrima ( to je odnos dvostruke povrsine i obima poprecnog preseka
24c 41 empirijskim izrazima se koristi koliénik h% pri ¢emu je ho = 100mm .

u
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e fumos - Cvrstoca kocke, starosti 28 dana, pri pritisku ( u MPa ), dok se u izrazima koristi
bezdimenzioni izraz M , pri cemu je femo = 10M Pa ;

e [ - koeficijent koji u zavisnosti od primenjenog cementa ima vrednosti 8,5 ili 4.

Na osnovu zadatih parametara, koji su unutrasnje promenjive objekta, objekat moze
sracunati koeficijent tecenja:

B 1 L 5.3 ( 1 )( (t—t,) )0'3 X
P(t,t,) = 1+0%+<) Q“mf% o102 ) \ By v i) (6.10a)

=

meD
| 1500
O = min g 50 4 (1 + (1.2%)18) L4950 (6.10b)
et ty) = <160+ 103 (9 _ C’"%» x 109 Bgy t~ . ts) (6.10¢)
Jemo 350 ()" + (t — ts)
RH \?

. { 1.5 (1 — (f) ) 10% < RH < 99% } 6.104)

0.5 RH > 99%

Vremenske deformacije prema standardu: ’Evrokod 2’

Ovaj standard se neznatno razlikuje od 'CEB-FIP Model Code 90’. Izrazi kojima se
odredjuju koeficijenti tecenja i vrednost dialtacije skupljanja su prikazani jednac¢inama (6.11).
Koeficijenti ky, agst, Qgso 1 ags3 zavise do vrste cementa. Koeficijent tecenja definisan izrazom
(6.11.a) za fu, < 35 identican izrazu (6.10.a). Znacenje parametara je isto kao u 'CEB-FIP’
modelu.

0.3
16.8 (t—t,)
tt,) = 6.11
¢(7 ) ¢RH<(fcm)D.5> <01+t02> (ﬁH"’ t—t)) ( a)
; 1,50 + (14 (0.012RH)"™) h+ 250 < 1500 20 fom < 35 6,110
H = 1
1,50 + (1 + (0.012RH)18) h + 250as < 150003 2afum > 35
1—-BH
[1 + 0132“’%)] 20 fem < 35
OrH = RZ( ) (6.11c)
~ RHo
[ o1r al} Qs 2afen > 35
0.7 0.2 0.5
o =[] aa=[E]7 as= ] (6.11d)
€t ts) = Bas(t,to)kneeao + (1 — e 2"")2.5(f — 10)107° (6.11e)
t—t
s(tts) = ° 6.11f
Bas(:15) t —t, + 0.04h15 (6.115)
—ay,, fem H\?
€0 = 0.8 {(220 + 110agy)e f’lmo} 1075155 <1 - ( }fHO) ) (6.11g)
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Funkcije linearno elasti¢cno viskoznog materijala

Poruke, koji ovaj materijal prima su identi¢ne porukama drugih materijala i one su:

getTangent() Kako je moduo elasti¢nosti konstantan, to ¢e ova funkcija stalno ’ vracati ’
vrednost modula elasti¢nosti E;

setTrialStrain(double Eps) Ova funkcija ée postavljati probnu vrednost dilatacije eI™ .
Objekat sam pamti intenzitet svoje neelasti¢ne dilatacije ey , te se pozivom ove funkcije
trenutna vrednost elasti¢ne dilatacije sracunava i postavlja probna vrednost napona.

ol = B(N* —enp) (6.12a)

et = New (6.12D)

getStress() Ova funkcija ¢e obezbediti trenutnu vrednost napona ( vrati¢e vrednost
promenjive o1 ) ;

9

setTime(T) Ova funkcija sracunava priraste neelasti¢ne dilatacije na osnovu prethodne
istorije prirasta napona. Da bi objekat materijala mogao da pravilno odgovori na ovaj
zahtev, on mora da poseduje dva vektora:

— Aog; - niz vrednosti prirasta napona u prethodnim vremenskim trenucima;

— T; - niz vremenskih trenutaka u kojima je dolazilo do prirasta napona.

Pored ovoga, objekat mora imati dve privatne funkcije, kojima ¢e na osnovu svojih param-
etara ( RH, h , 01 fem2s ) odredjivati vrednosti izraza (6.10.a) i (6.10.c).

Pozivom funkcije, objekat izvrsi sledece operacije:

tTrz — T;
Tri __ Com.
€'t = evom;

Po svim vremenskim trenucima
Ap; = o(t"", T;) — p(t°™ = T)
6Trz‘ — 6Trz' +A¢z’ AUZ-/E

Otmp = Otmp +0;

ETT’i — ETTi + (O.Tri _ Utmp)¢(tTTi7 tCom)/E
€T7‘i — 6Tri + Es(tTM,tO) _ Es(tcom,tO)
ENE = €ENE + ETri o 6C’om

setTrialStrain( o™ )

Prethodnim operacijama, prakticno, objekat sracuna prirast neelasti¢ne dilatacije skupl-
janja i tecenja, koji je nastao u poslednjem inkrementu vremena a posledica je prethodnih
inkremenata napona u poznatim trenutcima vremena, da bi na kraju postavio vrednost
dilatacija na utvrdjenu vrednost.

commit() Poruka utvrdjuje vrednost. Ona najpre proveri da li je doslo do inkrementiranja
vremena u odnosu na prethodno utvrdjeno stanje (da li je t7" = t“°™ ) i ukoliko je doglo,
poveéa vektor vremenskih trenutaka, dodajuéi mu t7" | kao i vektor inkremenata napona
i dodajuéi 6o = o™ — 3" Ao;. Potom prtobne vrednosti napona i dilatacija utvdi :

6C’om — 6Tm i O.C'om — O.Trz
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Objekat linearno viskoznog materijala u sebi sadrzi promenjive, koje jednoznacno odred-
juju njegovo stanje. U skladu sa prethodno izlozenim te promenjive su:

e Parametri materijala ( £, RH , h, fenos, 3)

Probnu vrednost napona i dilatacije o7" i ™

Vrednost neelasticne dilatacije eyg

Utvrdjene vrednosti napona i dilatacije o“°™ i e“om;

niz vrednosti prirasta napona u prethodnim vremenskim trenutcima Aog; ;

niz trenutaka u kojima je dolazilo do prirasta napona T;

Na taj nacin, objekat je u stanju da obezbedi potreban odgovor sistemu (u ovom slucaju
poprecnom preseku) i da se sam menja (mutira) u zavisnosti od poruka koje dobija od sistema.
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7.1 Elasticni model

U ovom primeru je verifikovana konvergencija resenja u zavisnosti od elementa, nacina
integracije matrice krutosti i broja segmenata duz Stapa. Za kontrolu je posluzio model prezen-
tovan u radu [23]. U navedenom radu je meSovitom metodom izveden kona¢ni element grede
osposobljen da iskaze defomacije uzrokovane transverzalnim silama.

Izraz za ugib tacke na sredini proste grede opterecenje ravnomernim optere¢enjem g je:

5 5qL* qL?

_ 1
Wnar = BISET ' 8kGA (7-)

Drugi sabirak u izrazu (7.1) predstavlja, doprinos uticaja transverzalne sile na deformaciju.

Raspon modela je L = 10m, poprecni presek je pravougaoni dimenzija b = h = 1m;
moduo elasti¢nosti materijala £ = 10°kPa. Greda je optereéena ravnomerno raspodeljenim
optereéenjem intenziteta ¢ = 1kN/m.

q
ARRRRRRR AR RARN

a) 7

&

L/2=5m

b) /2%
o)
d) A

::
::
-

Slika 7.1: Graficki prikaz modela polovine grede i modela sa podelom na 1, 2 i 4 dela

Modelirana je polovina raspona, prikazana na slici 7.1 koris¢enjem 1,2 ili 4 elementa.
Testitrano je tri varijante elementa izvednog metodom sila:

1. AIF - Analiticki integrisan - element ¢iji su ¢lanovi matrice fleksibilnosti analiticki inte-
grisani ( izrazi 2.56).

2. NI1F - Numericki integrisan -element c¢iji su ¢lanovi matrice fleksibilnosti odredjeni pri-
menom izraza (2.58), tj. stanje u Stapu je homogeno a uticaji su preuzeti sa preseka na
sredini, Sto ima iste efekte kao numericka integracija sa jednom tackom.

3. NI2F - Numericki integrisan -element ¢iji su ¢lanovi matrice fleksibilnosti odredjeni pri-
menom izraza (2.58), uz pretpostavku da greda ima dva poprecna preseka. Primenjen je
metod sumiranja matrica fleksibilnosti.

4. NIJF - Numericki integrisan -element ¢iji su ¢lanovi matrice fleksibilnosti odredjeni pri-
menom izraza (2.58), uz pretpostavku da greda ima Cetiri popre¢na preseka. Primenjen
je metod sumiranja matrica fleksibilnosti.
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5. NID - Element ¢ijji su ¢lanovi matrice krutosti odredjeni primenom izraza (2.38).

U tabeli 7.1 su prikazane sracunate vrednosti ugiba na sredini grede u funkciji broja
elemenata i vrste elementa koji je primenjen, dok je u tabeli 7.2 prikazano relativno odstupanje
(u procentima) u odnosu na vrednost izraza (7.1).

Br.stapova AIF NI1F NI2F NIAF NID
1 0.0015998 | 0.0012873 | 0.00152168 | 0.00158027 | 0.0012873
2 0.00159995 | 0.00152183 | 0.00158042 | 0.00159507 | 0.00152183
4 0.00159999 | 0.00158046 | 0.0015951 | 0.00159877 | 0.00158046

Tabela 7.1: Vrednosti ugiba u funkciji broja Stapova i u zavisnosti od elementa

Uocavase da analiticki integrisan element ( AIF') iskazuje najmanje odstupanje. U sluc¢aju

da se ocekuje linearno ponasanje, treba koristiti ovaj element.

Br.stapova AIF NI1F NI2F NIAF NID
1 0.0125 % | 19.54 % | 4.895 % 1.233% | 19.54%
2 0.003125 % | 4.885 % | 1.223 % | 0.3081% | 4.886 %
4 0.000625 % | 1.221 % | 0.3062 % | 0.07687% | 1.221 %
Tabela 7.2: Greske u sracunatoj vrednosti ugiba u funkciji broja Stapova i u zavisnosti od
elementa

U slucaju primene elemenata NI11F ili NID ( ¢iji su ¢lanovi odredjeni numerickom inte-
gracijom sa jednom interpolacionom tackom ), rezultati su identi¢ni.

Numericki integrisani elementi sa vise integracionih tacaka ( NI2F i NI4F ) imaju veéu
tacnost, i sa povecanjem broja preseka duz Stapa povecava se i tacnost rezultata. Moze se
takodje uociti da su rezultati primene dva Stapa sa jednom integracionom tackom (NI1F'),
identi¢ni rezultatima primene jednog stapa sa dve integracione tacke (NI2F), odnosno rezultati
primene ¢etiri Stapa sa jednom integracionom tacikom (NI1F") su identi¢ni rezultatima primene
jednog stapa sa Cetiti integracione tacke (NI4F) .
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7.2 Ram u ravni
primena elastoplasticnog materijala

U ovom primeru je analizirana primena modela rama u ravni prikazanog u literaturi [29].
U navedenom radu je taj primer posluzio za demonstraciju efikasnosti predlozenog metoda
(Large Increment Method - LIM) i rezultati su uporedjeni sa rezultatima programa ABAQUS.

Na slici 7.2.a) je prikazan model rama optere¢enog dvema koncentrisanim silama. Sve
grede su pravougaonog poprecnog preseka dimenzija 0.05 - 0.2m, kao Sto je prikazano na slici
7.2.b). Primenjen je idealno elastoplastican materijal, modula elasticnosti £ = 200G Pa, sa
granicnom vrednosc¢u napona o, = 250M Pa.

U radu [29] su rezultati prikazani graficki uz kratku tabelu na kojoj su uporedjivane
vrednosti horizontalnog pomeranja napadne tacke sile P sracunate programom ABAQUS i
LIM-metodom.

P/3
& &
3 1
- B
2m
- B
P I 4 L
£ 3
0.2m - -
3m
0,05m
- -
a) b) c)
i = ” 2
4m | ’

Slika 7.2: Model rama, poprecni presek i podela na stapove

U ovom primeru, ram je modeliran sa 18 $tapova i 18 ¢vorova, prikazanih na slici 7.2.c).
Polozaji ¢vorova u modelu su usvojeni tako da su veéi Stapovi podeljeni ¢vorovima na zone
od 0.5m u okolini krajeva stapova, kako bi se mogli primeniti i elementi Stapova sa jednom
interpolacionom tackom.

Poprecni presek je pri modeliranju podeljen 10x3 pravougaone povrsine. Pri nelinearnom
postupku, opterec¢enje intenziteta P = 100kN je naneto u jednoj fazi. Primenjen je Newton-
Raphson-ov inkrementalno iterativan postupak, prikazan u poglavlju 3.2.1. Ukupno opterecenje
faze je podeljeno na 50 jednakih inkrementa (svaki inkrement iznosi AP = 2kN ). U okviru
svakog inkrementa, broj iteracija je ogranicen na 50. Uslov za utvrdjivanje konvergencije inkre-
menta je bila kontrola sume kvadrata neuravnotezenog optereéenja ¢vorova ( u ovom primeru,
zahtevana je vrednost manja od 1-1073).

U cilju utvrdjivanja karakteristika, primenjene su oznake elemenata kao u prethodnom
primeru elasticnog modela, osim analiticki integrisanog. Testiran je i NISF, element ¢iji su
¢lanovi matrice fleksibilnosti odredjeni izrazima (2.58) sa osam karakterisiténih preseka. Rezul-
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tati intenziteta sile P i pomeranja napadne tacke te sile su prikazani u tabeli 7.3 i graficki na
slici 7.3.

——NID
—m— NI1F
—A— NI2F
—¢— NI4F
—%— NISF
—e— ABAQUS

P [KN]

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Horizontalno pomeranje [m]

Slika 7.3: Graficki prikaz pomeranja napadne tacke sile P u funkciji intenziteta sile

Moze se uociti da elementi sa NID i NI1F izkazuju ve¢u krutost o kojoj je bilo govora
u okviru analize efekata shear lock -a. Do neznatne razlike u sracunatim vrednostima pomer-
anja, primenom ova dva elementa, dolazi usled primene razli¢itih algoritama pri odredjivanju
rezidualnih sila stapa. U slu¢aju NI1D, rezidualno opterecenje je odredjeno vrednostima sila u
poprecnom preseku za probne vrednosti deformacija ¢vorova, dok je u slucaju NI1F element
na osnovu probnih deformacija primenio postupak odredjen izrazima (4.1), da bi se potom
rezidualni uticaji u stapu odredili izrazima (4.2).

Primena elemenata sa vise integracionih tacaka, daje vrednosti ugiba sa ve¢om tac¢noscu.

Nelinearno ponasanje sistema u celini je odredjeno nelinearnim ponasanjem preseka Stapova.
Poprecni preseci koji odredjuju ponasanje sistema su na referentnim tackama duz stapa. U
slucaju elemenata NID i NI1F, to je presek na polovini Stapa, u slucaju NI2F', to su preseci
na relativnom polozaju od & = 0.251 & = 0.75 a u slucajevima elemenata NI4F' | to su preseci
na relativnim polozajima & = 0.125, & = 0.375, &5 = 0.625 1 £ = 0.875. Kod elemenata sa
viSe integracionih tacaka krajnji presek je blizi ¢voru. Posto se ekstremne vrednosti uticaja
(momenata savijanja), javljaju u ¢vorovima, to se kod elemenata sa vise preseka nelinearnost
ranije ispoljava. Na dijagramu 7.3 , se moze uociti da je za elemente NID i NI1F, pocetak
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Intenzitet sile | NID NI1F | NI2F | NIAF | NIF8 | ABAQUS

P[kN] Umm] | Umm] | Umm] | U [mm] | U [mm]| U [mm]
10 3.995 3.995 5.212 5.507 19.54
20 7.990 7.990 10.424 | 11.014 | 11.014
30 11.985 | 11.985 | 15.636 | 16.521 | 16.742
45 17978 | 17.978 | 23.453 | 24.790 | 25.125 24.900
60 24.196 | 24.111 | 31.757 | 33.681 | 34.151 34.200
75 33.352 | 32.785 | 44.283 | 47.588 | 48.626 50.300
90 48.858 | 46.837 | 64.708 | 70.362 | 73.046 83.600
100 69.407 | 64.037 | 91.975 | 104.954 | 115.713

Tabela 7.3: Vrednosti horizontalnog pomeranja napadne tacke sile P u zavisnosti od intenziteta

sile 1 vrste elementa

nelinearnog ponasanja sistema pri intenzitetu optere¢enja od P =~ 70kN, dok je kod NI4F
pocetak nelinearnog ponasanja uocen pri intenzitetu optere¢enja od P =~ 60kN.
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7.3 Model armiranobetonske grede

U cilju verifikacije elemenata i materijala pri modeliranju armiranobetonske grede iskoris¢eni
su eksperimentalni i rac¢uski rezutati sprovedeni u okviru projekta 1.5.1392, finansiranog od
strane Ministarstva za nauku i tehnologiju R.S. U okviru navedenog projekta, izvrseni su eksper-
imenti na armiranobetonskim gredama opterec¢ivanih do loma. Rezultati ovog istrazivanja su
publikovani u radovima [5] i [6].

Pri eksperimentu su dve serije od po cetiri grede optere¢ivane do loma. Pri eksperimentu
su registrovani ugibi i propagacija prsline. U jednoj seriji, primenjena je glatka a u drugoj
rebrasta armatura. Dimenzije grede su prikazane na skici 7.4.

ép —
a N
C- }\E --) N 20 10

. A )

[

K Y

b=15

Slika 7.4: Model armiranobetonske proste grede

Karakteristike materijala su eksperimentalno utvrdjene: ¢vrstoc¢a betona f.,, = 33M Pa,
granica tecenja celika: o, = 460M Pa. Dijagram izmerenog ugiba u zavisnosti od intenziteta
sile za Cetiti grede armirane rebrastom armaturom je prikazan na slici 7.5 isprekidanom lini-
jom. Prema navedenoj literaturi, primenom programa DIANA su sracunate vrednosti ugiba i
rezultati su prikazane na slici 7.5, linijom sa kvadrati¢ima.

Koriséenjem osobine simetrije, greda je modelirana sa pet elemenata Stapa, kao Sto je
prikazano na slici 7.6. Svi stapovi su imali istu duzinu 0.15m. Poprecni presek je modeliran
kao kompozicija tri preseka ( sl.7.6.c):

e Pravougaona povrsina poprecnog preseka, dimenzija 0.15 x 0.2m je podeljen na 30 elemen-
tarnih povrsina, ( 10 u pravcu z ose i 3 u pravcu y ose ). Ovom povrsinom je modeliran
betonski deo preseka.

e Pravougaoni deo povrsine 15.7cm?, sa koordinatom teZista zr = Sem - Ovim delom
povrsine je modeliran uticaj armature u donjoj zoni ( 2R¢10 )

e Pravougaoni deo povrsine 5.7cm?, sa koordinatom tezista zp = —8cm - Ovim delom
povrsine je modeliran uticaj armature u gornjoj zoni ( 2R¢6 ).

Na betonskom delu poprecnog preseka je primenjen materijal Concrete02. Vrednost
grani¢nog napona pri pritisku je usvojena kao u radu [0] i iznosila je o, = fp. = —33M Pa.
Vrednost granicnog napona pri zatezanju o, nije bila poznata. Zbog toga su u modelima primen-
jen tri vrednosti oy = fi. = 3.5MPa , fi. = 3MPa i f;. = 2.5M Pa. Vrednosti ostalih param-
etara koji determinisu karakteristike ovog slozenog materija su ostale standardne ( default)
vrednosti : €. = —0.002 , 0pey, = 0.2 0pe , €peu = 3 €pes A =0.31 Eps = (0pe — Tpen) / (€pen — €pe)-

Karakteristike armature su eksperimentalno utvrdjene: E = 210G Pa, o, = 460M Pa.
Umesto idealno elastoplasti¢cnog materijala, primenjen je elastoplastican materijal sa ojacanjem
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Ugib u funkciji intenziteta sile P
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Slika 7.5: Izmerene vrednosti ugiba, u funkciji intenziteta sile i sracunate vrednosti programom
DIANA

koji je formiran paralelnim povezivanjem idealno elastoplasticnog materijala sa idealno elasti¢nim
materijalom male krutosti. U svim modelima, granica plastifikacije elastoplasticnog materijala
je bila 460M Pa, dok je moduo elasticnosti u zavisnosti od modela imao vrednosti zbira modula
oba paralelno povezana elementa : 210 + 20 = 230M Pa odnosno 190 + 20 = 210M Pa.

Problem nestabilnosti, koji je posledica primene materijala ( Concrete02 ) je resen nac¢inom
optereé¢ivanja. Optereéenje je nanoseno zadavanjem deformacije na mestu delovanja sile. Pri-
menjena su dva postupka resavanja nelinearnog problema: Metoda pocetnog napona i Modi-
fikovan Newton-Raphson-ov postupak.

7.3.1 Postupak metodom pocetnog napona

U ovom postupku su matrice krutosti svih stapova Konstantne i odgovaraju pocetnom
stanju. Prema literaturi [26], ova metoda se koristi radi ubrzanja postuka proracuna jer se
matrice krutosti elemenata ne sracunavaju u svakoj iteraciji. U ovom radu, metoda je pri-
menjena da bi se izbegla eventualna nestabilnost uzrokovana padom krutosti. Umesto izmene
postupka proracuna sistema , modifikovao je ponaSanje objekta Stapa. Izmena se svodila na
upotrebu pocetne krutosti preseka pri svim iteracijama. To je postignuto izmenom u kodu
naredbe commit() u objektu poprecnog preseku.
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Slika 7.6: Model koji se analizira, podela na Stapove i podela povrsine poprecnog preseka

Standardna funkcija poruke commit objekta poprecnog preseka

Iniciranjem komande commit() objekat poprecnog preseka prosledi svim materijalima koje
sadrzi komandu commit(), a potom, izmeni svoj status ( promenljivu bCommitedState Eval-
uated izjednaci sa false ). Usled toga, slede¢i put, kad bilo koji deo programa zatrazi od
objekta poprecnog preseka njegovu matricu krutosti, on ¢e najpre proveriti status ove promen-
jive. U slucaju da je on true, popreéni presek nece integrisati svoju matricu krutosti, veé ce
vratiti prethodno sracunatu i sacuvanu vrednost te matrice. U sluc¢aju da je utvrdjeno novo
stanje generalisanih deformacija u poprefiom preseku, ( pozivom komande commit() ) stanje
ove promenljive ¢e biti false i pri zahtevu za matricom krutosti poprecnog preseka objekat ¢e
sracunati matricu krutosti koja odgovaran novoutvrdjenom stanju, sacuvati je i izmeniti stanje
svoje promenljive bCommitedStateFEvaluated ( izjednaciti ga sa true) i na buduée zahteve za
matricom krutosti prosledjivati ve¢ sracunatu matricu krutosti.

Izmenjena funkcija commit objekta poprecnog preseka

Izmenjena funkcija neée izjednacavati vrednost promenljve bCommitedStateFE-
valuated sa false. Time ¢e se obezbditi da objekat popre¢nog preseka svoju krutost sracuna
samo pri prvom pozivu. Tokom proracuna Ce se koristiti ta, pocetna matrica krutosti preseka.
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Ugib u funkciji sile P
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Slika 7.7: Sracunate vrednosti ugiba, u funkciji intenziteta sile primenom metode pocetnog
napona

Na taj nacin, izmenom komande commit(), nelinearni postupak je postao postupak u
kome ¢e matrice krutosti elemenata biti konstantne i jednake pocetnim. Postupak je slican
postupku koji se u literaturi [20] naziva postupak pocetnog napona ali se izmena nije vrsila
u algoritmu proracuna ve¢ u objektu stapa. Posto je presek tokom proracuna stalno imao
istu krutost, nelinearnost je nastala kao rezultat nelinearnih statickih uticaja koje je presek
generisao. Ovi uticaji u nekim inkrementima ne dovode do konvergencije, ali po stabilizaciji
procesa konvergencija se uspostavlja.

U konkretnom primeru, maksimalni broj iteracija u okviru jednog inkrementa je poveé¢an
na 200, uz kontrolu sume kvadrata neubalansiranog optere¢enja. U slucaju da u iteracijama,
suma kvadrata neubalansiranog opterecenja postane vec¢a od sume u prethodnoj iteraciji, pos-
tupak se prekida.

Karakteristike materijala su varirane, kako bi se odredile vrednosti ¢vrsto¢e betona na
zatezanje 1 modula elasti¢nosti ¢elika, za koje se dobijaju vrednosti ugiba bliske merenim. Anal-
izirana su Cetiti modela kod kojih su varirane ¢vrstoc¢a betona na zatezanje i moduo elasti¢nosti
celika:

e M 1 Model u kome su usvojeni parametri : o = 3.5MPa i E = 210 + 20 = 230G Pa.

e M 2 Model u kome su usvojeni parametri : o = 3.5MPa i E = 190 4 20 = 210G Pa.
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e M 3 Model u kome su usvojeni parametri : o = 2.5MPa i E' = 190 + 20 = 210G Pa.
e M 4 Model u kome su usvojeni parametri : o5 = 3MPa i E =190 + 20 = 210G Pa.

Graficki prikaz rezultata ( dijagram ugiba u funkciji opterecenja ), za ova Cetiri materijala
su prikazani na slici 7.7. Na istoj slici su isprekidanim linijama prikazane eksperimentalno
izmerene vrednosti.

Moze se uociti odredjeni stepen poklapanja sa eksperimentalno izmerenim vrednostima.
Posebnu paznju treba posvetiti parametru cvrstoca betona na zatezange.

7.3.2 Modifikovan Newton-Raphson-ov postupak

Na modelu M 4 je primenjen modifikovan Newton-Raphson-ov postupak. Opterecenje je
nanoSeno zadavanjem deformacije u pravcu delovanja sile. Svaka faza optere¢enja je podeljena
na 50 inkremenata. U ovom slucaju je pra¢eno ponasanje i pri rastere¢enju, kao i broj iteracija
u okviru jednog inkrementa.

Istorija opterecenja je prikazana na dijagramu 7.8. Na kraju prve faze, zadato pomeranje
je iznosilo U; = 1.bmm. U drugoj fazi je vrseno rasterecenje, tako da je na kraju druge faze
pomeranje napadne tacke sile iznosilo Uy = 0.5mm. U trecoj, ¢etvrtoj i petoj fazi je prirast
zadatog pomeranja bio pozitivan a vrednosti deformacija na kraju faza su iznosile: 2mm, 3mm i
4.5mm. Rasterecenje je sprovedeno u dve faze, kako bi veli¢ina inkrementa pobude na pocetku
rastere¢enja bila manja. Zbog toga su vrednosti zadatog pomeranja iznosila Us = 4dmm (
AU = 0.5) i U; = 2mm. Ponovno optereéenje je sprovedeno u jednoj fazi do vrednosti od
Us = b5mm.

Zadato pomeranje

Delta [mm]
= N
(6] N (6]
Il L Il

w

~

Slika 7.8: Intenzitet optere¢enja izrazen preko zadatog pomeranja po fazama
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Slika 7.9: Dijagram sile P u funkciji pomeranja U u prve dve faze

Dijagram intenziteta sile u funkciji pomeranja u prve dve faze je prikazan na slici 7.9. Sa
slike se moze uociti ponasanje u fazi rastere¢enja ( deo C-D ), karakteristi¢no za osteéenje. Kriva
ima pravac ka koordinatnom pocetku. U slucaju potpunog rastere¢enja se ne javlja zaostala
deformacija, odnosno, nije doslo do plasti¢nog ponasanja. To znaci da je nelinearnost posledica
oste¢enja materijala.

U ovom primeru je pracen i broj iteracija potreban da se ostvari konvergencija pri svakom
inkrementu. Svaka faza je podeljena na 50 inkremenata. Tako je veli¢ina inkrementa pomeranja
u prvoj fazi iznosila AU;; = 1.5/50 = 0.03mm a u drugoj AUs; = 1/50 = 0.02mm. Pri
stabilnom ponasanju, broj iteracija po svakom inkrementu je bio manji od 15. U tackama A
i B na slici 7.9 je dolazilo do nestabilnosti, Sto se moze uociti i povecanjem broja iteracija. U
tabeli 7.4 su prikazane vrednosti zadatog pomeranja, vrednosti sile i broj iteracija. Na levom
delu tabele su karakteristi¢ne tacke (A i B). Mozemo uociti da neposredno nakon tacke A, broj
iteracija dostize 50, dok neposredno nakon tacke B, broj iteracija dostize 75. Uprkos tome, uslov
konvergecije u ovoj oblasti se postize (suma kvadrata neubalansiranog opterecenja ¢vorova je
manja od 1073).

Naslici 7.10 je prikazan dijagram sile u funkciji pomeranja za svih osam faza. Sa dijagrama
se uocava, da po plastifikaciji preseka ( nakon tacke E na dijagramu ), pri rastereéenju se
iskazuje ponasanje karakteristi¢no za elastoplasticne materijale, odnosno da je linija F' — G na
dijagramu prava. Takodje se uocava da bi se pri potpunom rastere¢enju javila zaostala plasti¢na
deformacija.

Pri rastere¢enju iz tacke F', u prvom inkrementu se ni posle 200 iteracija ne postize
konvergencija. Da bi se smanjio inkrement, rastereéenje iz tacke F' u G je podeljeno na dve faze,
pri ¢emu je inkrement u prvoj fazi iznosio AUs; = 0.5mm/50 = 0.01lmm. U prvom inkrementu,
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Slika 7.10: Dijagram sile P u funkciji pomeranja U u svim fazama

posle 200 iteracija, suma kvadrata neubalansiranog optere¢enja ¢vorova je iznosila 161, ali se
ve¢ nakon prvog inkrementa, proces stabilizovao i pri ostalim inkrementima ( rastereéenju i
ponovnom optere¢enju na delu F'—G — F'), broj iteracija je bio manji od 10. Treba napomenuti
da je konvergencija uspostavljena tek po smanjivanju inkrementa pri rastere¢enju. To je u ovom
primeru postignuto podelom faze rastere¢enja na dve faze, od kojih je prva bila manja.

Ovaj numericki primer demonstrira efikasnost elemenata stapa pri modeliranju ostecenja
i plasticnog ponasanja armiranobetonske grede. Naglasava se osetljivost nelinearnog algoritma
proracuna na velicinu inkrementa i kriterijum konvergencije.

U slucaju da je tokom analize, doslo do plastifikacije materijala, promena smera uticaja
moze dovesti do divergencije. U zavisnosti od konkretnog slucaja i intenziteta inkrementa,
postupak se moze stabilizovati.
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Pomeranje P broj
[mm] [kN] | iteracija
A 0.48 16.20646 13
0.51 16.01394 50
0.54 15.78146 38
0.57 15.54854 32
0.6 14.97882 61
0.63 14.64002 40
0.66 14.49474 29
0.69 14.6189 20
0.72 14.80646 17
0.75 14.99386 16
0.78 15.30572 12

1.17 19.43972 21

1.2 19.78806 22
B 1.32 20.7678 24
1.35 20.2956 75
1.38 18.6886 49
1.41 18.89856 10
F 4.5 36.2518 11
4.49 36.0546 201
4.48 36.1114 2

Tabela 7.4: Vrednosti sile koja odgovara ugibu i broj iteracija
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7.4 Proracun spregnute konstrukcije

U ovom primeru se prikazuje analiza spregnute konstrukcije, efekti viskoznih deformacija
i skupljanja. Primer potvrdjuje moguc¢nosti modeliranja nosaca primenom Stapa spregnutog
preseka kod koga se referentna osa ne poklapa sa tezisnom.

Oblik konstrukcije je preuzet iz literature [17]. To je simetriéni kontinualni nosa¢ na tri
polja, raspona 60 + 90 + 60m, spregnutog poprecnog preseka. Poprecni presek se sastoji iz
betonskog dela pravougaonog oblika, Sirine 385¢m i visine 26e¢m (na slici 7.11.a obelezen sa
S1) i celicnog dela ( na slici 7.11.a obelezen sa S2). Usvojen je polozaj referentne osa Stapa
R na osi simetrije, na spoju betonskog i ¢elicnog dela. Vrednosti geometrijskih karakteristika i
koordinata tezista u odnosu na referentu osu R su prikazane u tabeli 7.5.
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Slika 7.11: Spregnuti poprec¢ni presek, polozaj referente ose u odnosu na presek i usvojeni
polozaj ¢vorova

Kako je nosac simetrican, analiza je vrsena na polovini nosaca. Polozaj ¢vorova je prikazan
na slici 7.11.e). Krajnje polje je podeljeno na 10 stapova duzine 6m, a polovina srednjeg raspona
na 5 stapova duzine 9m.

Usvojene karakteristike materijala su:

e Celik - Idealno elasti¢an materijal, modula elasti¢nosti £ = 210G Pa.
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e DBeton - Linearno visko elastican materijal, modula elasticnosti £ = 30G' Pa. Viskozne
deformacije i skupljanje su odredjene izrazima iz standarda FEwvrokod 2. Usvojene su
vrednosti parametara: f., = 30M Pa, h = 243mm, RH = 80% i cement klase S.

karakteristike Stapova A %, I, 1,

izmedju ¢évorova x1072[m?] | [m] | x1074m"] | x1074[m?]

1-2-3 5.02 1.17 336.6 5.44

3-4, 7-8 6.22 1.36 429.5 9.02

4-5-6 7.94 1.54 519.3 13.67

8-9 6.952 1.48 507.6 11.00

9-10 8.99 1.99 1053.9 13.67

10-11 12.48 2.98 2970.5 17.33

11-12 9.172 2.08 1170.3 13.67

12-13 7.218 1.59 615.2 11.00

13-14 8.36 1.67 646.7 14.97

14-15-16 10.62 1.83 743.9 20.87
betonski deo 100.1 -0.13 56.38 12364.43

Tabela 7.5: Vrednosti geometrijskih karakteristika i polozaj tezista u odnosu na referentru osu

Nosac je izlozen slede¢im uticajima:

o Jednako podeljeno optereéenje q, konstantnog intenziteta u toku vremena g = 33kN/m.
Ovo opterecenje je redukovano na ¢vorove i prikazano na slici 7.11.f. Opterecenje je naneto
u trenutku to = 9 dana. Efekti vremenskih deformacija usled ovog uticaja su odredjeni
uz iskljucivange skupljanja materijala. Protok vremena je zadavan sistemu i analizirano
je stanje nakon 10000 dana.

o Skupljanje betona e, - model zadate geometrije i karakteristika materijala je izlozen uti-
cajima protoka vremena. Pti zadavanju nove vrednosti 'vremena’ u materijalu se generise
deformacija skupljanja. Usled deformacije skupljanja, u modelu se javljaju staticki uticaji
a time i dodatni efekti viskoznih deformacija.

7.4.1 Nelinearan postupak proracuna

Nelinearnost u ovom postupku je posledica neelasti¢nih, viskoznih deformacija materijala
koje se razvijaju tokom vremena. Intenzitet viskoznih deformacija zavisi od istorije napona.
Za poznate vrednosti istorije napona, primenom izraza (6.8), odredjujemo prirast neelasti¢nih
deformacija tecenja.

Postupak nelinearnog proracuna izlozen u poglavlju 3.2.1 se modifikuje. U ovom slucaju
se, pre pocetka iterativnog postupka, u svakoj fazi odredi inkrement vremena. Ukoliko je faza
i zavrsena u trenutku 7; a slede¢a u trenutku 7}, prirast vremena u fazi i+1 je AT, =
T;11 — Ti. Prirast vremena u fazi se deli na ukupan broj inkremenata. Izmena u kodu je
prikazana instrukcijama koje su podvucene. Uoc¢avamo da se po odredjivanju vrednosti inkre-
menta vremena, na pocetku svakog inkrementa, poziva setTime2Frames().
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double Ts=getStageTime(iStage);
double To=CurentTime;
double dT_inc=(Ts-To)/nOfSteps;
for (int incNumb=0; incNumb < nOfSteps ; incNumb++){
if (dT.nc > 0) { // ima prirasta vremena
CurentTime+=dT _ingc;
setTime2Frames();
}
LamdaStage=(incNumb+1)*DLamdaStage;
setStageLamdaRES Displ(); // Postavi pomeranje oslnaca
setFrameEndTrialDisp(); // to pomeranje saopsti stapovima
int nlt=1;
do{
createTangent();

Razlika u odnosu na klasi¢an pristup proracuna je u ¢injenici da se objektima Salju poruke
na osnovu kojih oni menjaju svoja stanja (mutiraju). Iniciranje funkcije setTime2Frames(),
sistem svim elementima Salje poruku o protoku vremena setTime(). Svi elementi svojim
poprecnim presecima Salju poruku na osnovu koje se materijalima u popre¢nim presecima
saopStava trenutna vrednost vremena. Materijali koji imaju viskozne karakteristike ¢e promeniti
svoje unutrasnje stanje na osnovu te poruke, iniciranjem niza komandi prikazanih u okviru
funkcije setTime() viskoznih materijala na strani 116. Stanje objekata je promenjeno, ali Ce
sistem za to saznati tek kada slede¢i put od svojih komponenti zatrazi informaciju o rezidualnim
uticajima.

Ovako modifikovan postupak se moze primenjivati i u slucajevima kad su sve faze opte-
recenja obavljene u istom vremenskom trenutku. U tom slucaju, inkrement vremena ¢e biti
jednak nuli pa se funkcija setTime2Frames() neée pozivati.

Ako se u modelu koriste linearni materijali, u okviru svakog inkrementa ¢e biti samo
dve iteracije. Po zadatom vremenskom inkrementu, u prvoj iteraciji ¢e se odrediti tangentna
matrica krutosti, sracunati rezidualno opterecenje i proveriti suma kvadrata slobodnih ¢lanova
matrice krutosti sistema. U slucaju da je bilo viskoznih deformacija u materijalu, kriterijum
konvergencije nece biti ispunjen. Posto se radi o linearnom sistemu, ve¢ u sledec¢oj iteraciji ¢e
biti ispunjen uslov konvergencije.

7.4.2 Modeliranje nosaca grednim elementima

Analizom modela su kontrolisani efekti odstupanja referentne ose od tezisne ose. Usvo-
jen je polozaj referentne tacke na osi simetrije preseka, na spoju betonskog i celicnog dela.
Analizirana su dva modela ovog nosaca:

e Model SP Spregnuti presek - u ovom modelu, Stapovi su modelirani koris¢enjem spreg-
nutog preseka, prikazanog na slici 7.11.a. Jedan deo preseka je od betona a drugi od
celika.

e Model 2HP Svaki pojedini Stap je modeliran sa dva Stapa koji imaju homogene poprecne
preseke. Referentne ose oba stapa se poklapaju sa osom na spoju ova dva preseka.
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Poprecni presek betonskog stapa je prikazan na slici 7.11.b a celicnog Stapa na slici
7.11.c. Ovakav postupak modeliranja omogucéava da se analizira preraspodela uticaja
tokom vremena.

Deformacije nosaca i staticki uticaji su redukovani na referentu osu R.

Opterecenje je analizirano u pet faza. Pocetni trenutak od 9 dana je preuzet iz literature
[17]. Efekti viskoznih deformacija i skupljanja su najizrazeniji na pocetku procesa. Zato su
usvojena vremena faza: 9, 15, 28 ; 90 i 10000 dana.

Br.faze T q €s
[dani] | [kN/m] | x1074
1 9 33 0.00
2 15 33 -0.343
3 28 33 -0.541
4 90 33 -1.098
5 10000 33 -2.403

Tabela 7.6: Vrednosti intenziteta jednakopodeljenog opterecenja i skupljanja u fazama

U tabeli 7.6 je prikazano i optere¢enje. U slucaju jednakopodeljenog opterecenja ¢, inten-
zitet optere¢enja tokom vremena je konstantan. Pri promeni faza, nosacu je saopStavano vreme
na osnovu kojeg je generisana viskozna deformacija u materijalu a time i rezidualni uticaji u
elementima.

Pri analizi efekata skupljanja, nosa¢ nije optere¢en a nosacu je zadavana informacija o
protoku vremena na osnovu koje je materijal generisao deformaciju skupjanja koja je uzrokovala
pojavu rezidualnih sila. Nosa¢u (a time i materijalu) je kao pobuda zadavana vrednost vremena
a na osnovu izraza definisanih standardom, materijal je generisao deformaciju skupljanja koja
je prikazana u cetvrtoj koloni tabele 7.6.

Karakteristi¢ni uticaji odredjeni modelom Model SP su prikazani u tabeli 7.7:

Br.faze T usled jed. pod. opt. ¢ usled skupljanja €,

[dani] | Use(q) | Mio(q) | Mis(q) | Uisles) | Mio(es) | Mig(es)

[mm] | [kNm] | [kNm] | [mm] | [kNm] | [ENm)]
1 9 -116 | 21602.8 | -11809.7

2 15 -134 | 21642.8 | -11769.7 | 0.466 | 245.30 | 245.30

3 28 -140 | 21657.3 | -11755.2 | 1.267 | 628.57 | 628.57

4 90 -151 | 21681.6 | -11730.9 | 3.536 | 1622.38 | 1622.38

5 10000 | -183 | 21747.3 | -11665.2 | 8.963 | 3459.73 | 3459.73

Tabela 7.7:  Vrednosti ugiba na osi simetrije (Uyg), momenta savijanja iznad oslonca (M) 1

momenta savijanja na osi simetrije (Mig), usled stalnog optereéenja g tokom vremena i usled
skupljanja €,, u modelu Model SP

Analizom vrednosti datih u tabeli 7.7 se uocava da pri konstantnom opterec¢enju ¢ dolazi
do prirasta deformacija (koji je reda velicine 50 %) ali je veoma mala promena intenziteta
statickih uticaja. Promena statickih uticaja u spregnutom preseku je reda velicine oko 2% .
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Efekti preraspodele uticaja unutar popre¢nog preseka su analizirani u modelu 2HP. De-
formacija modela (pomeranje ¢vorova) je identi¢na deformacijama u Model SP. Zbirni staticki
uticaji u oba Stapa, redukovani na referentu osu, su bili jednaki uticajima u Model SP. Inten-
ziteti normalnih sila i momenata savijanja u betonskom i ¢elicnom delu spregnutog preseka (u
ovom slucaju u betonskom i ¢elicnom stapu) su prikazani na slikama 7.12, 7.13 1 7.14. Pri tome
su koriséene oznake:

e Ns - normalna sila u ¢elicnom delu;
e )Ms - moment savijanja u ¢elicnom delu;
e Nc - normalna sila u betonskom delu i

e Mc - moment savijanja u betonskom delu.

dijagrami M, N redukovani na referentnu osu
usled stalnog opterecenja q
to=9

20000

15000 f
10000 -~~~ / 777777777777777777777777777

g g ——Ns
E_. —s—Ms
E —¢—Nc
x —¥— Mc
=

X[m]

Slika 7.12: Staticki uticaji usled opterecenja ¢ u betonskom i celicnom Stapu redukovani na
referentu osu u trenutku ¢, = 9

Pri analizi napona u presecima Stapa, treba imati na umu da su ¢lanovi matrice krutosti
ovih Stapova odredjeni analitickim izrazima. Pri njihovoj numerickoj integraciji stanje sila
i deformacija preseka na sredini Stapa je primenjeno na celoj duzini Stapa. Zato se efekti
karakteristicni za spregnuti presek mogu analizirati na presecima na sredinama Stapova. U
tabeli 7.8 su prikazane vrednosti statickih uticaja za presek 10 — 11 na sredini Stapa izmedju
¢vorova 10 1 11, kao i presek 15 — 16, na sredini Stapa izmedju ¢vorova 15 i 16.

Pri obelazavanju momenata savijanja, normalnih sila i napona u tabeli su koris¢eni in-
deksi. Normalne sile, momenti savijanja i naponi u betonskom delu preseka imaju donji indeks
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dijagrami M, N redukovani na referentnu osu
usled stalnog opterecenja q

t=10000
20000
15000 -
__ 10000 -
§ —4A—Ns
E‘ 5000 - — Ms
*E‘- —e—Mc
-5000 -
-10000
-15000

x [m]

Slika 7.13: Staticki uticaji usled opterecenja ¢ u betonskom i ¢elicnom Stapu, redukovani na
referentu osu u trenutku t=10000

7c¢” a u celicnom ”s”. Normalna sila i moment savijanja redukovani na referentu osu, imaju

gornji indeks R dok se gornjim indeksom C' obelezava uticaj redukovan na teziste odgovarajuceg
dela poprecnog preseka. Naponi na gornjoj ivici preseka, imaju gornji indeks o, dok naponi na
donjoj ivici preseka imaju gornji indeks wu.

U krajnjoj desnoj koloni tabele 7.8 su vrednosti napona preuzete iz literature [17] u
presecima u ¢vorovima 10 i 16. U tabeli se mogu uociti izvesna odstupanja. Dominantni uzroci
tih odstupanja su :

e Razlika u poloZaju preseka u kojima se vrsi analiza. U navedenoj literaturi, analiza se vrsi
u presecima na samim C¢vorovima, zbog ¢ega se i intenziteti statickih uticaja razlikuju.
U preseku na polovini raspona su manje razlike u naponima jer su i razlike u statickim
uticajima ( silama ) izmedju polozaja dva preseka manje.

o Usvojene vrednosti koeficijenta U postupku koji je primenjen u navedenoj literaturi, se
usvajaju koeficijenti koji se oc¢itavaju sa dijagrama. Pri tome je vrednost koeficijenta
starenja x usvojena za starost od 7 dana jer vrednost za starost od 9 dana nije bila
dostupna. U postupku primenjenom u ovom radu, sprovodi se numericka integracija
deformacije te¢enja na osnovu istorije napona.

e Razlicita vrednost dilatacije skupljanja je takodje uzrok odstupanja rezultata. U nave-
denoj literaturi se koristi dilatacija skupljanja za 10000 dana od —25.14 x 107, dok je
program na osnovu izraza definisanih standardom, uticaje odredjivao za dilataciju skupl-
janja od —2.403 x 10~* sto dovodi do razlike od oko 4%.

e Primena razlicitih metoda u odredjivanju uticaja u staticki neodredjenom nosacu je jedan
od uzroka odstupanja. U navedenoj literaturi, pri reSavanju statickih nepoznatih je
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dijagrami M, N redukovani na referentnu osu
usled skupljanja

t = 10000

4000

3000 -

2000 -
% —A—Ns
% 1000 - %—Ms
= 0 —¥—Nc
‘Zﬁ ——Mc

-1000 -

-2000 -

-3000

x [m]

Slika 7.14: Staticki uticaji u betonskom i ¢elicnom stapu redukovani na referentu osu u trenutku
t=10000

koriséena metoda sila i pri tom su zanemareni efekti transverzalnih sila na deformaciju
nosaca. Model stapa koji je primenjen u ovom radu ne zanemaruje ove efekte.

Vrednosti normalnog napona u zavisnosti od z koordinate u karakteristicnim presecima
su prikazani u pocetnom trenutku i u trenutku ¢ = 10000 dana, na skicama.
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Normalni napon - Presek na polovini Stapa 10-11
Uticaji stalnog opterecenja q

05
0 B L
\ 0

-60000 -40000 -20000-0.5 (/):)O 4000 60000

—&— Sig[t=9]
—— Sig[t=10000]

Slika 7.15: Dijagram napona na preseku 10-11 usled ¢ ut =9 i ¢t = 10000

Normalni napon - Presek na polovini Stapa 15-16
Uticaji stalnog opterecenja q

0.5
o

50000 100000

-100

—&— Sig[t=9]
—— Sig[t=10000]

Slika 7.16: Dijagram napona na preseku 15-16 usled ¢ u ¢t =9 it = 10000
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Normalni napon - Presek na polovini Stapa 15-16
Uticaji skupljanja t =10000

ol =~
Uo
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Slika 7.17: Dijagram napona na preseku 15-16 usled skupljanja u t=10000
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Poprecni T staticki uticaji usled jed. pod. opt. ¢ Normalni Normalni
presek uticaji redukovani uticaji redukovani napon napon, prema
referentnu osu R na tezisne ose Cp i Cy [MPa) lit. [MPa]
NI =3426.57TkN N& = 3426.5TkN 00 =3.73 4.21
ME = —458.755kNm | ME = —13.30kNm | o= 3.12 3.24
9
NI = —3426.5TkN N = —3426.57TkN 02 =218 24.28
10-11 ME = —15129.75kNm | MS = —4905.06kNm | o* = —49.5 -68.52
NE = 2467.67TkN NC = 2467.6TkN 00 =297 1.57
ME = —342.56kNm ME = —21.76kNm od =1.96 1.56
10000
NI = —2467.67TkN NE = —2467.67TkN 02 =60.9 59.56
MEF = —15390.45kNm | MY = —8027.06kNm | o% = —55.9 -76.08
NI = —4300.81kN N& = —4300.81kN | 0% = —4.96 -4.73
MPE = 588.087kNm ME =28.98kNm | o= —3.63 -3.41
9
NE =4300.81kN NE = 4300.81kN 02 =-254 -24.24
15-16 MPE =10553.4kNm ME = 2676.51Nm ol =62.0 62.77
NI = —3331.43kN NC = —3331.43kN | 0% = —4.43 -2.48
ME = 480.8kNm ME = 47.8kNm ol =—2.23 -2.41
10000
NIt = 3331.43kN NC = 3331.43kN 00 =-T73 -72.64
MPE =10516.1kNm ME = 4414.62kNm | o =66.9 64.72
staticki uticaji usled skupljanja
NE =1431.05kN N¢ = 1431.05kN 02 =137 2.20
MPE = —183.34kNm ME = 2.695kNm o =1.49 2.24
10-11 10000
NI = —1431.05kN N = —1431.05kN | 02 = —21.4 -17.98
ME = —3276.38kNm ME = 993.79Nm ot =—7.00 -8.36
NE =1758.84kN NE = 1758.84kN 0 =1.76 2.12
M = —228.75kNm | M = —0.1048kNm | o%=1.75 2.14
15-16 | 10000
NIt = —1758.84kN NE = —1758.84kN | 0% = —16.3 -19.57
ME = —-3230.97kNm | MS = —9.676kNm | o= —16.6 -17.9

Tabela 7.8: Staticki uticaji, redukovani na ref. osu R i teziste C odnosno normalni naponi na
gornjoj i donjoj ivici dela preseka
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8.1 Rezime

Predmet ovog rada je primena objektno orijentisanog pristupa kao novog nacina analize
i modeliranja postupka resavanja problema. Analizirani su efekti materijalne nelinearnosti na
linijkom nosacu. Formirani su objekti koji omoguc¢avaju modeliranje i numericko reSavanje
problema vezanih za materijalne nelinearnosti. Rezultat rada je objektni model prora¢una na
osnovu koga je napisan racunarski program. Rezultati programa su verifikovani numrickim
primerima proracuna konstrukcija.

U okviru rada su ostvareni sledeci ciljevi:

1. Analizirane su mogucnosti i prednosti primene objektno orijentisanog pristupa pri resavanju
problema teorije konstrukcija.

2. Izvedeni su analiticki izrazi koji opisuju veze izmedju statickih i deformacijskih veli¢ina
za poprecne preske kod kojih se referentna osa ne poklapa sa teziSnom osom niti sa osom
smicanja.

3. Izvedeni su analiticki izrazi za ¢lanove matrice krutosti Stapa ¢Cija se referentna osa ne
poklapa sa teziSnom osom poprecnog preseka niti sa osom smicanja. Izrazi za ¢lanove
matrice krutosit i posutpak odredjivanja rezidualnog ¢vornog opterecenja je sproveden
metodom deformacija i metodom sila.

4. Identifikovane su osnovne funkcije objekata u toku resavanja nelinearnog problema. Formi-
rane su klase grednog elementa, poprecnog preseka i materijala koje omogucavaju mod-
eliranje materijalne nelinearnosti.

5. Napisan je program koji je primenio objekte Stapa, popre¢nog preseka i materijala u
nelinearnoj analizi.

6. Numerickim primerima su verifikovani rezultati programa.

Celokupni ra¢unarski program je razvijen i testiran. Odredjen broj klasa u racunarskom
programu je delom preuzet od drugih autora i potom modifikovan. To su klase matriz_m koja je
nastala modifikacijom matriz klase, kao i klasa SkyMatriz koja je u potpunosti preuzeta iz rada
Borisa Jeremica. Takodje su delom preuzete funkcije klasa koje opisuju nelinearno ponasanje
i oSte¢enje materijala, tj. klase ElasticPPMaterial, Concrete01 i Concrete02 iz FEDFEAS-a
odnosno OpenSees-a.

Numericki primeri ilustruju efikasnost izlozenog pristupa u modeliranju efekata materi-
jalne nelinearnosti kao i efekata ostec¢enja i viskoznih deformacija linijskog nosaca.

8.2 Zakljucak

Objektno orijentisani pristup u modeliranju i analizi problema materijalne nelinearnosti
linijskih nosaca je efikasan postupak. Primenom tog postupka, resavanje slozenog problema je
pojednostavljno.

Kao rezultat objektno orijentisanog pristupa modeliranju linijskog nosaca, razvijeni su
objekti Stapa, poprecnog preseka i materijala. U nelinearnom postupku, koris¢enjem ovih
objekata se uspesno analizira ponasanje linijskog nosaca i efekti materijalnih nelinearnosti u
koje spadaju ostec¢enja i viskozne deformacije.
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8.3 Mogucénosti daljeg razvoja
prikazanog modela proracuna

U toku rada na ovoj tezi uoceni su potencijalni pravci buduéeg razvoja modela proracuna:

1. Razvoj objektnih modela algoritama proracuna. U okviru ove teze, primenjene modifikacije
nelinearnih postupaka su vrsene izmenama u programskom kodu. Uocena je potreba za
fleksibilnijim postupkom resavanja nelinearnog problema. Takva analiza je prikazana u
radu [21] ali je u tom radu prilagodjena problemima koji se javljaju u dinamckoj analizi
konstrukcija.

2. Razvoj objekta poprecnog preseka. Objekat poprecnog preseka koji je razvijen u okviru
ovog rada i primenjen u rac¢unarskom programu pri odredjivanju veza izmedju sila i de-
formacija, koristi pretpostavku da presek ostaje ravan i da se oblik popre¢nog preseka ne
menja tokom deformacija. Brojne su moguénosti usavrsavanja objekta preseka: predlog
podele preseka na regione izlozen u radu [22], usvajanje moguce deplanacije usled torzije
i sl. Primena novog modela popre¢nog preseka na objekte Stapova je jednostavna jer se
od preseka oc¢ekuju odgovori na relativno mali broj poruka koje mu upucuje stap (to je 7
poruka definisanih u 5.4)

3. Razvoj korisnickog interface-a Program razvijan u okviru ove teze je imao za cilj proveru
i utvrdjivanje efikasnosti primene objekata Stapova u analizi efekata materijalne nelin-
earnosti. Razli¢iti rezultati i medjurezultati koji se javljaju tokom analize su praceni tzv.
kontrolnom stampom koja je zadavana instrukcijama u samom kodu programa. To ima
za rezultat veoma obiman izlazni file. Razvoj korisnickog interface-a ¢e doprineti laksem
i efikasnijem koriséenju programa.
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