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PRVIDEO

PLOCE



1. OSNOVNI POJMOVI

PloZa je telo ogranifeno sa dve paralelne ravni (osno-
ve) i cilindriZnom povriinom upravoom na rjih. Pri tome Je
rastojanje paralelnih ravni, odnosno deb) ‘na plode /2 , mala u
odnosu na druge linearne dimenzije plole.

U nafim primensma bavimo se 1 ploZama kod kojih je deb-
1jina promenljiva, tj. plotama kod kojih osnove nisu paralel-
ne. Sa veéom ili manjom ta¥no3éu i takve plode se rafunaju na
slifan nadin, a na osnovu istih pretpostavici kao i plofe kon-
stantne debljine.

Srednja rawvan plode je ravan koja polovi debljinu plo-
&e. Pri deformaciji ploZe pod optereéenjem, ova ravan prelazl
u elastidnu povrdinu plode.

Konturg plofe je kriva, du¥-koje srednja ravan sele ci-
lindriZnu povrsinu koja ogradjuje plodu.

2. SILE U PRESEKU I VRSTE NAPREZANJA

U teoriji ploda, kao 1 u terriji ljuski, uobidajeno je
da se umesto komponentalnih napona u razmatranja uvode sile u
preseku. Njih éemo, slifno kao 1 kod grednog nosata, definisa-
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ti putem unutrasnjih sila, odnosno putem napona.

Igecimo iz ploe elemenat sa dva preseka paralelna sa
ravnizy na medjusobnom otstojanjuclr 1 sa dva preseka para-
lelna ravni zx na otstojanjualy . (sl. 1)

Sl. 1.

Uavojeni pravougli koordinatni sistem Ox,y.z ima o i
Y ose U grednjoj ravni plofe, & Z osa je orijentissna na-
niZe.

U isefenom elementu posmatrajmo ravan sa normalom u
pravecu . -ose U kojoj se javljaju komponentalni naponi O ,
z;.:: ? z’:zy' -

Prema definiciji, redukcioni momenat i rezultanta unu- .
tradnjih sila na jedinicu duiine elementa srednje ravmni, od-
nosno njihove komponente u praveu koordinatnih osa odredjene
su sledeéim izrazima: !

Normalns sila (v;- sl. 1) :

¥z
M=/ o.dz (I.1.)
momenat savijanja oko ¢ -ose, odnosno momenat koji le¥i u ra-
vni paralelno]j sa xz ra*ini : N
’z
=/ azdzr
M i o (I.2.)
transverzalna sila : P
rr
= (I.3-)
72;: ':.;/.Tz:rdz



eniduéa sila

4 'r & (1.4.)
i torzioni momenat u ravni pamlelno;lyz ravanl :

= az

/ Z (1.5.)

Na sligan nac‘.:l.n su putem napona &, y Ty » Zyey defini-
pane i sile u preseku sa normsalom u praveu $ —ose —
normalna sila :

f 6'02 (I.6.)
momenat sa\ri.‘jen;)a :
—/ g, 20z (1.7.)
tranavarzalna 511: H
. '—’
7{:2{ Zpe 02 (1.8.)
smiduéa gila : o4
2
torzioni momenat :
+
MJ”Z/%ZG@ (1.10.)

2
Na osnovu identidnosti izraza (I.é.) 1 (I.9.) kao 1
(I.5.) i (I.10.) izlazi da je:

Prema tome, kod plo&e ukupan broj nepoznatih sila u
presecima iznosi osam.

Slo%eno nsprezanje prode, pri kome se javljaju sve po-
brojane sile u preseku, moZemo da razloZimo na dve vrste na-
prezanja 1 da ih zasebno tretiramo.

Za sluaj da se od svih pobrojanih sila u presecima
plode javljaju samo momentl savijanja, torzioni momenti i
transverzalne sile, odnosno veli&ine:

A//MMTT

_z-ys 22
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ka¥emo da je ploda napregnutg na savijanie-

Ako se javljaju samo one sile koje lefe u srednjoj ra-
vni plode, odnosno velidine:

"[z ’ ”g ’ ”y
kafemo da je ploda napregnuta u svojoj ravmi.

Naprezanje plode u svojoj ravni obilno se u teoriji
elasti¥nostl naziva ravnim naprezanjem.

Ove dve vrste naprezanja su prikazane pregledno na ise-
denom elementu na slikama 2 i 3.

54% 1;
w He
/&

Sl. 2. Naprezanje na savijanje (savijanje ploZe)

% e,

\/".’4"

S1. 3. Ravno naprezanje (nmaprezanje plode u svojoj raval)



SAVIJANJE PLOCA

1. OPSTE

Tadno izudavanje plode kao prostornog tela svodilo bi
se na reSavenje osnovnih jednafina Teorije elastilnosti. Taj
put je veoma sloZen i nije nasao svoju primenu kod ispitiva-
nja ploda, izuzev kod rarmatranja &isto teorijskih pitanja.

Savremenu teoriju savijanja '‘plo&a postavio je KIRCH-
HOFF (1850) na bazi hipoteza koje u izvesnom smislu pretstav-
ljaju uwopdtavanje hipoteza koje se &ine kod savijanja &tapo-
va. Te hipoteze su sledeée 3

1. Linearni elemenat, upravan na srednju ravan pre de-
formacije, ostaje prav, nepromenjene duZine i upravan na de-
formisanu srednju ravan (elastiZnu povriinu) i posle deforma-
clje.

2., Prilikom deformacije se ne menja duZina kao ni ugso
izmedju linijskih elemenata srednje ravni. ’

3. Normalni naponi 4 2a ravnl paralelne sa srednjom
ravol smatraju se malim u poredjenju sa ostalim komponental-
nim ngponima i mbgu da se zanemare.

U zavisnosti od odnosa debljine ploZe prema ostalim
" njenim dimenzijama navedene pretpostavke vide ili manje odgo-
varaju stvarnom ponalanju plole.

Grubo govoreéi, plode moZemo da podelimo u trl grupe:

1. Veoma tanke plode ili membrane, kod kojih je odnos
debljine prema manjoj dimenziji u srednjoj rawvni pribliZno:

h L. 1y
5 (5% m

Owvakve plole imaju veoma malu krutost na savijanje, pa
su kod njih pomeranja u pravcu normale ua sredanju ravan (ugi-
bi), veliki u odnosu na debljinu plofe. Takve plofe, ako su
na krajevima pri¥vridéene, "rade" uglavnom na zatezanje sred-
nje raval, deformisuél njene elomente, pa druga hipoteza osta-
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Je neodriiva. Ove plole - membrane, nede prema tome pretstav-
ljati predmet naseg izulavanja.

2. Iankg plofe, koje se negde naziwaju i plode arednje
debljine, sa odnosom:

7 ./ Vi LA
(5-.—”—0)56-—5(37 8}

Ovakvim plodama je obuhvaéen najweéi deo ploda koje na=-
laze primenu u gradjevinarstvu. U¥injene hipoteze, da su ugibi
mali u odonosu na debljinu plode, kac 1 da su deformacije ele-
menata srednje ravni male, su umesne. Isto tako su 1 normalni
naponi ¢ , sem nekih izuzetaka, mali u odnosu na druga dva
normalna napona.

3. Dgbele plode, kod kojih Je:
h 15 o
52(5+3)
Kod ovih plofa zanemarivanje normalnih napona &, i di-
latacija & » keo i uvodjenje pretpostavke o upravmostli norma-

le na srednju ravan i posle deformacije, dovodi do weéih gre-
Seka u odnost na sbtvarno ponasSanje.

2. TEQORIJA' SAVIJANJA TANKIH PLOGCA

2.1. Deformacija plode

Za lzudavanje deformacije plode poslufidemo se ranije
spomenutim pravouglim koordinatnim sistemom Oz ¢z (Sl. 1).

Komponentalna pomeranja tadaka u praveima Ox, Oy ,0Oz
éemo obeleZiti sa v , v ,Ww .

Iz pretpostavke o nepromenljivoj duZini linijskog ele-
menta u praveu Z -ose 1 posle deformacije (prva hipoteza),sle-

bl .o
T oz
(1.11.)
odnosno w=w(xy)

Drugim redima, pomeranja talaka u praveu z-ose, koJja
obiZno nazivamo ugibima plo¥e, ne zavise od poloZaja tafke u
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odnogu na grednju ravan, ved samo od koordinatax i g , 114 -
sve tafke koje lefe na pravo] paralelno;j Zz-osi imaju isti ugib.

Iz prve hipoteze, s obzirom da linijski elemenat i po-
sle deformacije ostaje prav 1 upravan na odgovarajuée linijske
elemsnte u praveimax 14 ose, sledl da su klizanjagz, i 77
jadnaka nuli. odnosno:

du/ . _ov, ow_
Fix = dz = A d'z +dy s
Iz ovih jednadina nalazimo
ov__ow , O _ow

oz="ox ' &z~ oy (RS
Integrisuéi jednadine po z 1 uzevii u obzir prilikom
odredjivanja integracionih kongtanti da je za z=@ 1 v=¢=0,
dobijamo @
ow . ow
U= —Zd‘—x S ¥=-Z ay
(I.13.)
PoBto smo pomeranja & 1 y 1zrazili putem pomeranja
W , moemo i sve komponentalne deformacije da izrazimo u funk-
ciji samo jedne geometrijske veliline - pomeranja W :

-7 I
& =5z =% 5z2
v i
% oy~ Ty
v v __ ,_ Ow
7y =az" 3y = %7 axay

(I.14.)

2.2. Komponentalni ngponi

Koristeéi generalisani Hooke-ov zakon, izrazidemo kom-
ponentalne napone putem komponentalnih deformacija. Polazedéd
od izraza, dobro poznatih iz Otpornmosti materijala:

¥
-£ (0. -va)
& =E’ (q,-v0,)
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i reSavanjem ovih jednaiina po &, 1 @ , Dalazimo :

0"._-—(6‘ »ve,)
E
@-—,——(é‘ fﬂé‘x)
a iz veze 7= E’z‘;!f direktno @

=6‘/'
Unoseéi u ove 1zr.aze vrednosti za komponehtalne defor-
macije prema (I-14), nalazimo:

£ ;oW ‘,ow

75t oz*” c?y Z

C’;'=-

il (I.15.)

i /n

a.z"

£ O
S =7y axay ©

2.3%. Sile u preseku i uslovi ravnoteie

Koristeéi ranije izvedeme izraze za sile u preseku plo-
da u funkciji komponentalnih napona, konane izraze za sile u
preseku mofemo dobiti preko parcijalnih izvoda funkecije -
ugiba ploée. Tako npr. :

/@fzoé‘_fﬁ i: j 22&_

77 w’?[dx’*pg_/

i slidno tome :

R row,  dw
My =gl 07:*’352]

3
B o s i 3 OB

- vy ara_y
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V24
Ve obeleZavamo obidno sa A i nazivamo

krutoséu plofe na savijanje, pa prethodpne izraze mofemo da na=-
pifemo u obliku :

Mx:__k,(dw ‘)du/

Izraz

c3x2 dy*‘
(—z ax2) (1.16a,b,¢,)
oW
M-"‘S’ ~K(r- BTy

Sile %4 i /, ne moiemo da izrazimo direkbtno putem
komponentalnih deformacija, odnosno komponentalnih pomeranja,
jer smo u podetku udinili pretpostavitu da su komponentalne de-—
formacije &, 1 &y jednake nuli. Izraze za ove sile dobide-~
mo kasnije koristeél uslove ravnoteie.

Poznavajuél vrednosti momenata za ravni parslelne koor-
dinatnim osama, mo¥emo da odredimo i vrednosti momenata za pro-
izvoljou ravan upravou nallry ravan, &ija normala zaklapa ugao
=8 x-0sCHm (8latta).

Iz analize napona poznato je da su naponi &, 1 Z,, za
proizvoljnu ravan upravnu na Oxy ravan dati izrazima (sl.4.)

g = Ez 0;',& 0:'2 -"casz”gp,tr sinZp

- ";'2' 6"’3/4572"97 ~ T, €052

Sl. 4.

Imajuél u vidu izraze (I.2, 1.5 41 I.7) nalazimo :
M ”" = cosZp * Moy 578

,{,/n. - %(44-,4_/,,)sm'¢f #y, COs Zp (1-172,0,)

Isto tako mofemo da odredimo 1 ekstremne vrednoastl mo-
menata savijanja:
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4
cwir My = F (M, f@jfz—ff,‘{,-}‘)‘*“‘,; Saad
kao 1 ravnl u kojima oni deluju :

Zlé,.
l?za' = ¥
ij ‘4._”"_’ (I-lgc)
Exstremne vrednoati torzionog momenta bide

WM,,;--"Z"’}(%—W:*‘M; (I.20.)

Ovaj momenat se Javlja u raval &ija normala szaklapa
ugao o, +46°.

Ekgtremns vrednosti napona u odredjenom preseku plole
mofemo da dobijemo poznajuéi mile u preseku i debljinu plodu
/£ . Deleti momente u I;Paoku 8s otpornim momsntom preseka
Jedini¥ne duiine H=LL, dovitem sa z= 27/ exgtremns vred-
nosti rormalnih napona 4, i &; i smiZudeg napona Zogy

urmd;-r—g&-

nern Gy = L (I.2la,b,0,)

53

6‘”@
extn T, =2

Exgbremne’ vrednosti smifuéih napona Zoz 1 Gz 4, B oD~
zirom na parabolifnu promsanu ovih na,pona* po vigini preseka,
(gl.5), dobijamo za z=& :

.

e G =

(I.22a,b,)

I
extr Ty, =-§/"I'—

+) paraboliZna raspodela smiuéih napona s 0. Tzy posledica
Je uswjenih gretpontam o deformaciji plode i moZe ‘se do-
kazati na glidan na¥in kao 1 kod grednog nosaa.
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Ha slici 5, na 1selenom elementu plo¥e prikazana je
promena komponentalnih napona po visini pregeka.

9. Ji ]

TN

|
T
L3 |
P
L)

5l. 5.
Da bi smo dobili vezu izmedju sila w preseku i spoljas—

njeg optereéenja, posmatratemo diferencijalno mall elemenat
iseden iz plode sa dva Ppara ravol pmleln:u: 4= , odnosno ZT

/l'—‘ oy

4 i i

5‘@ e PV e

o Ly ) ey Yy

Wwy,w/: &

: N : :
ravnl na rastojanju &z | odnosmo G? » a opbereéen proisvulj-
nim opteretenjem Z/z¢) (sl.6.).
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Na stranl o=cos’ elementa plofe deluju momenti A OF
i MY kao 1 sila u praveu negativme z -ose velisine*) Loy
(sl. 6).

Pri prelasku od preseka X=CO725F na presek w0k =consr
promeniée se ove statifke veliZine za diferencijalno male vred-
nosti. Smatrajuéi da su sile u preseku i njihovi izvodi do re-
da koji nam je potreban neprekidne funkcije koordinata & 1 ¢,
statiZke velidine na stranl X +0T = CorSY miemo da izrazimo
putem odgovarajuéih veliiina na strani 2= coms7. razvijajuéi
ove u Taylor=ov red. Odbacujuéi male veliZine viBeg reda dobi-
jamo :

A OMey )
(Aév“%dx)dy (Mt G )Y

(% + g PR)Y

Analogno ovome imamo odgoverajuée momente i sile na
stranama g=cons”i i y+q’y-cor?s?‘ kako je to prikazano na
al. 6.

Pod dejstvom navedenih sila ednosno momenata posmatrani
olemenat moZe da bude u ravnotefi. Od ukupno Zest nezavismih
uslovae ravnotefe za telo u prostoru tri su identidkl zadovo-
1jena.

‘Kako se prllikom naprezanja plode na savlijanje ne jav-
1jaju preseine sile u arednjoj ravani plode, to su i uslovi rav-
noteie svih sila u praveu paralelnom sa -z odnosno § —osom i-
dentidki zadovoljeni. Isto tako zadoveljen je 1 uslov da je su-
ma momenata svih sila oko Z —ose ravma nuli.

Stavljajuél da statidki momenat svih sila u odnosu na
teZifinu osu elementa paralelonu sa ¢ —osom mora da bude jednak
nuli dobijamo prvu jednadinu :

oM, oM s o
d_xi olroly + g7 A&y — L oxdy ~ 5= ordly =

Zgnemarujuéli male veliZine, vi.éeé roda i deleéi celu jednadinu

Ba olgly debijame :
M | Moy
e e

*+) Momenti su prikazani vektorima sa dve strelice 1 smer obr-
tanja je s desna ulevo gledajuél od gtrelice ka podetku vektora.

=0 (1.230)
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Na slifan nalin postavljajuéi uslov da je zbir statidkih mo-
menata oko teZiSne .se clementa paralelne & -osi jednak nuli
i da je zbir svih sila u pravcu teZfiSne ose paralelne Z -osi
ravan nuli, dobijamo sledete dve jednaline :
Ot
oty = —5=0
ay dx
(I.23b,c,)
O , 3% , =
LS YO P
dx qy
Iz prva dva uslova ravnotefe mo%emo ds izrazimo trans-
verzalne sile pomoéu momenata, a ove putem veé izvedenih iz—
raza (1.16) u funkeiji ugiba w ¢

oM OM. ow | Ow
o O G e
= ax T ay Af{&r’ ?‘drdy") (I.24a,b,)

. oM, M ow Ow
b=% o= Mgt amm/

2.4. Diferencijalna jednagina plode

Iri uslova ravnoteZe (I.2la,b,c,) od kojih smo prva dva
kasnije predstavili u drugagijem obliku (I.22a,b), kao i tri
veze izmedju sils u preseku i pomeranja # (I.l6a,b,c), daju
nam ukupno Zest jednadina iz kojih moZemo da odredimo Zest ne-
Poznatih funkcija :

Mes Moy s My Iy Ty 1 W

Eoristedi treéi uslov ravootefe

9k + C—?—ZJ rZ =0
<4
i unoseéi u njega vrednosti za :r&nsverzalm sile (I.12a,b) :
2,
O , 7 Iy + 2% 2up
ax2 oxdy = dy*
mofemo problem plofe napregunute na savijanje da svedemo na
Jedou diferencijalnu jedna¥inu po nepoznatoj # . Uvodedi u gor=
nju jednafinu izraze (I.16a,b,c) za momente savijanja i torzi-
one momente, nalazimo :
Qgw 0w W F
3—17,+2MT¢*@—4?=“A7 (I.25a)
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Ova jedna¥ina se festo pile u skradenom obliku :
AAW = /,_(-f (I.25b)
Difarencijalnu jedns2inu ugiba ploZe prvi put je 1811
godine postavila francuska matematiZarks Sophie Germain.
Opite redenje ove parcijalne diferencijalne jednaZine
&etvrtog reda ne postoji. Zavisno od uslova na konturi plode,
treba trafiti odgovarajuée partikularne integrale. Nafalost
neznatan broj ovih reenja moguée je dobiti u konadnom i za
tehnidku primenu jednostavoom obliku.
Diferencijalnu jednadinu (I.25b) moZemo da razloZfimo na
ive diferencijalne jednaZine drugog reda.
Napisaéemo prvo datu :jecinaismu u obliku B
ow O % O
a.z"(c'izz ) 85/’ (5.2:2 dyz)

Prema ;jednaéini (I.16a,b) obrazovaéemo zbir :
=)
Mo+ = _(I+R)ﬁ/(d;faé—zj

i izraz Ji’ :’5’ obelesiti sa A :

M= ”i’;’/ = — Kaw. (1.26)
de Je AW = oW ﬁ_’
8 ozt 5_¢2

Sa ovim mofemo da formiramo dve diferencijalne jednali-
ne drugog reda

ow o _ M
ox*"ayz T K
oM W z
dx**?}i E

(1.27a,b)

Redavanje problema plote putem ove dve jednafine je mo-
guée samo ako su graniéni uslovi takvi da dozvoljavaju ovakwo
rastavijanje.
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2.5, Eonturni uslovi

Na konturl plode mogu biti zadati 111 geometrijaki us—
lovi oslanjanja (npr. uglib ili nagib tangente) ill shatilld
uslovi (sile u pressku odnosno odgovarajuée linijsko optere-
édenje). Vrlo Sest je sludaj da su konturni uslovi meSoviti tj.
geometrijaki 1 statifkd.

2.5.,1. Statild uslo nturi

Razmotridemo prvo sluiaj kada su nam zadate statifke
vrednostl na konturi. Po jedinici du¥ine korture s sa norma-
lon # 1 tangentom 7 y kao statifke veliZine se aavlja:ju mo-
menat oko ose? 4 mom.enat oko ose 7 M i sila 7~ u prav-
cu Zz ose. (al. 7).

Sile u preseku /'f’f,’ Z,- 14{,‘;
dobivene refenjem diferenci-
jelne jednafine, morale bi
da se na konburi poklapaju
sa zadatim opterelenjem kon-
ture. NaZalost reSenjem di-
ferencijalne jednaiine mogu-
te je zadovoljiti samo dva
konturna uslova. Takva nepot-
punost redenja dolazi otuda
%0 smo osnovnim hipotezama

8l. 7. uprostili problem i time i~
zazvall ovu pojawvu. )

Kirchhoff je 1850 godine pokazao da granidni uslovi po
,ff# i Z, moraju da budu zamenjeni jednim graniZnim uslovom.
Fiziiko znaZenje ove zamene na nadin kake ¢emo mi ovde pokaza=-
ti, objasnili su Thompson i Tait, (1B83).

Torzioni momenat na linijskom elementu duZine df; ZAMme ~
niédemo (v.sl.B8) statifki ekvivalentnim spregom vertikalnih mi-
la veli¥ine : Ao o '

-~
i

PrikaZemo 1li te spregove sa odgovarajuéim silama na jed-
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nom delu konture, iz slike se,vidi, da ée 3e na svakom od ele-
mentarnih razmaka ¢f javiti razlike u silama velidine %‘;”"aff

Redukovano na jedinicu duZi-
ne ovo daje lin.;.j'fsku optere-
éenje veli¥ine -a?’lf sa prav-
cem koji se poklapa sa prav-
cem dejotva transverzalnih
sila 7, . Zato ove dve veli-
tine mogu da se saberu :

E:;,#%’fi" (1.28)

51. B.

VeliZinu Z nazivamo zamenjuj- éom transverzalnom silom. Pomo-—
éu nje se problem sa tri granidma uslova svodi na-dva i %o na
momenat savijania 4, i zamenjujuéu transverzalnu silu / ,pa

imamo 3 M, :/‘{”I
v
n L# g?_’%f S __g;’” (I.29a,b)

Ako je kontura plode slobodna, odnosno neoptereéena,gra-
niéni uslovi su sledeéi :

My =0

i:g,ﬁgf’f!a (1.30a,b)

Pri ovey zameni treba da se uodi da se na krajovima kon-
ture na kojoj se nalaze owe velifine, ovom zamenom javljaju
koncentrisane sile veli&ine A7y . Uopste uzevii svaki skok u
liniji torzionih momenata d»{,f’- .',’,f) fa konturi, izaziva poju-
vu koncemtrisane sile 2 (sl. 9) velizine P= M’ agl"

Zamenjujuéi torzioni momenat sbatidkd ekvivalentnim
spregol sila dobijamo izvesme razlike u pozledu naprezanja 1
defornacije. ledjutip prema Saint-Vonant-ovom prinecipu, dva me-
djusobno statitki ckvivalentnu sistema, u ovom sludaju raspo-
dcljeni torzioni womenat i linijsko optercéenje, daju razlike
u naprezanjima &iji se uticaj rasprostire samo u uskoj zoni
oko konture ploée.

%a konbure plede a = const, odnosno 4 = const, izrazi
ze zamenjujude transverzalne sile putenm pomeranjs Slase
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A
Sxdy?

%
= oM, I
T pr Gk G0, ]

Ako je na pr. kontura

M?ﬂ ‘I  Plote x= const. slobodna,
L | [ s odnosno neoptereéena, onda
Mot s na njoj moraju momenat savi-

i janja M, i zamenjujuéa tran-
sverzalna sils '7: da budu
Jjednaki nuli, 3to prema
(1. 15a) i (I.31a) daje :

Tl +-‘9—ﬂ=-k[c,1_,frz WEE

(I.3la,b)

)

aw Fw
Rz "”’6‘.#2 =
2 g (I.32a,b)
g p- Mo Mt I
cilrJ ;—(’2 wd-z-ay‘ &
s1. 9.

245.2. Geomebrijski uslovi na konturi

Geometrijski uslovi na konturi 5 obifno se izrafavaju
preke funkcije # i njenih prvih parcijalnih izvoda.
Wajéesée je to dato na sledeéi naZin :

w=w'(s)
M _(2%)ts) (I.32a,b)

s ’
zde su sa #w(s) i (g:;}(s) obelefene zadate vrednosti ugiba i
nagiba tangente na elastifnu povriinu u praveu normale /Z .
Zu sludaj da je @

w=0
; aw _ (I.3%a,b)
i 5 = ¢

kazemo da je ploZa duZz konture potpuno (totalno) ukljeZtena.
Ako je ivica plofe ukljedtena, onda iz ualova da je duf ivi-
ce 7 ugib jednak nuli ( # = 0), sledi :
=0
pa uzima,juéi u obzir uslov i—&’ , nalazimo
on
LA (1.35)
oL
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Sto znadl da eu torzioni momenti Afz duf te ivice identididi
ravnl nuli. Samim tim su i reakcije plode po velidini ravne
stvarnoj, a ne zamenjujuéo] transverzalnoj sili.

2.5.%. MeSoviti uslovi Ad Keonfurl

Axo je Jjedan od konturnih uslove zadat po silama,a dru-
gi geometrijeki (odnosno po deformacijapa) radi se, kac &to
smo veé napomenuli, o medovitim graniénim uslovima.

NajZeiée su ovi uslovi zadati na sledeéi nadin :

w = w
M:ZQ’ (o)

gde su w1 ,h;, zadate vrednesti ugiba i sprega u ravni”ga kon-
turi (8) (v.sl. 10).

Ako su ove vredncsti na kon-
turi ravoe nuli, tj.

W=U
‘
smatramo da' je ploga slsbodno oslo-
njena duf te konture. lzraZemi pre-
ko pomeranja # uslovi Cﬁ/ glase:

w=0
S
ap2tV a2 =Y
51. 10. (I.7a,b)

gde su ea /2 obeleZeni izvodi po normali, a sa Z 1 tangenti
na kopturnu liniju. Za sluésj da jeiviea ploZe slobrdno oslonjena
identiZki je zadovoljen uslov:
aw _ éf_ o
9r ~oz2 Y,
pa je onda prema (I.36 b) i gﬁ“z=0.
Tako se sada konturni uslovi za pravu, slobodno oslonje-
nu ivicu plode mogu I.: Deka:;tovom koordinatnom aistemu .x,,y da
w=0 B-a-—;—:-’it gﬁzo
ili, ako je ivica ploZe paralelna ¢ -osi :
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w=0

o _p
ax: " (I.37a,b)

GraniZni uslovi u ovom obliku poznati su kso Navier-ovi
granignil uslovi.

2.5.4. Sile u lofe

Posmatrajmo plofu ea proizvoljnom poligonalnom kenturom.

Ako je kontura plo¥e slobodme (odnosno neoptereéena)ja-
viée se na krajevima pravog dela odnosmo u uglu ploie, koncen-
tripane sile kao rezultat zamenjujudeg dejstva torzionih mome-
nata (al. 11).

Razlike sila 45 1 #57

je pri prelasku iz. ravni 88
normalom /7, , na ravoli sa
normalom /% u opitem slufa—
Ju ko' Zna i1 daje Jednu
koncentrisanu silu u uglu
plode welidine :

si. 11. p=MZ_Me
GraniZne uslove (I.30a,b) treba dopuniti jod po jednim
uslovom u svakom uglu plode :
=ME-MP =0 (o)
U gpecijalnom slulaju ako je ugac o izmedju strana

prav, iz uslova konjugovanosti smiduéih napona nalazimo
) _ )
Mop = Mg

7,

pa se graniini uslov (&) svodi na

P=2AMp =0
odnoano

Moz =0 (1.38)

U uglovima slobodno oslonjene poligonalne ploZe ja—
vide se takodje koncentrisane sile veliline :
= rz) (24
P= M -#E



20

Zamenjujuée transverzalne sile 7/, stajate u ravnotezi
sa reakcijama plode na pravom delu konture, a na uglovima ée
se javiti resktivne koncerntrisane sile jednake po velidini i
praveu silama A~ a suprotnog smera.

U vezi sa ovim postavlja se pitanje karaktera slobodnog
oslanjanja plode. Ako je na primer jedna pravougaona ploda os—
lonjena du¥ horizontalne konture samo naleganjem 1 opteredena
prema slicl 12, grani¥ni uslovi za sludaj da se na uglovima
dobijaju sile /~ sa smerom na gore(kao
8t%0 pe upravo 1 deSava) neée biti is-

, L
) punjeni.
"; E Prema tome, za praktidnu primen-
\ }

1ljivost izvedenih zakljudaka o granid-

nim uslovima, potrebno je da se kon-

struktivnim merama omoguéi prijem sile

81, 12. oba smera na konturi. Radi spredavanja

odizanja plofe na uglovima, ovi se kod armirano betonskih plo-
¢a ankerovanjem pridvrsduju za podlogu.

3. PRAVOUGAONA PIOCA SIOBODNO OSIONJENA PO KONTURI
NAVIER—gvo RESENJE

3.1. ReBenje zadatka za proizvoljino opterelenie

Froblem savijanja plode,kac Sto smo napred videli, svo-

dl se pa reSavanje parcijalme diferencijalne jednadine &etvr-
tog reda : Z
AAW = —
A

uz odgovarajuée konturne uslove.
%a sludaj pravougaone plo&e slobodno oslonjene po kon-
turi (sl. 13), konturni uslovi su :

Za

Isto tako i zai
y=0 1 g:é

w=0 ) EP:
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Resdenje koje ¢emo ovde prikazati za sludaj proizvoljnog
optereéengya ["ﬁr,yj pripada Navier-u (1823) i dobija se prime=-
nom dvostrukil Fourier-ovih redova.
%y Ord.:l.ngte elastiéne povriine odnos—
no resSenje jednadipe, pretpostaviéemo
u obliku dvostrukeg reda :

oy X o OTY
\Q n/(’z;yj=”2:;4,,,,,-’”’ = 5% (1.39)

gde sua@ i & strune plode paralelne ko-

ordinatnim osama X, odnosno ¢ , a A,,
Le-ﬁ_;.l zasad nepoznati koeficijent. Ovako iza-
brani oblik resenja zadovoljava granit-—

Sl. 1%,
ne uslove.
Obelezavajuéi sa My, pojedini Clan ovog reda @

. L . 2
Han = A 7 5 0 54 (5.0

jednadinu (I.3%7) moZemo u razvijenom oblikw da napibemo u ob-
liku :

o0 oo
WRY) =L L W= Wiy bWyt - W, +
ma/ =t "
tHGy P My T
MWy Wy M,

U zavisnosti od konvergencije reda, 3to Je pak zavisno
od prirode koeficijenta H4, , za praktican rafull se zadovolja-
vamo sa ogranilenim brojem Tlanova.

Kako retenje zadatka, pored graninih uslova mora da za-
dovolji L samu diferencijslou jednadinu, to éews petraZiti od-
govarajuée izvode funkeije 1

o,
2 "::’ T-"-’?mn P

T2 ¥
s PEZ i OF¥
(=Y V] a b

L4
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Tako nalazimo @
I Wmn Worn_, Wi m:ntE . mrxr, . axy
G2t * 2 T oyt = Ay Y et s T s

Sastavimo sada dvostruki trigonometrijski red i unesimo
ga u difnrencijalnu Jednadinu :

ZZI'/ ( a2 éz _5-,,;___5,,,17_’_"!=15(ny (I1.41)
n=f n=f

Iz ove jednaline troba odrediti vrednost koeficijenta
#pp » Da DL to uradili potrebno je i desnu stranu jednadine
prikazati u obliku dvostrukog trigonometrijskog reda. Drugim
redima potrebnc je optereéanje Z(a:,y) u oblasti zadane pravo-
ugeone plode razvitl u dvostruki Fourier—ov red @

e, 0 . mme . PTY
(2g) =2, £, Zmn 7 g S (1.42)
Da bi smo odredili koeficijent Z,,, 1 levu i daanu
stranu jednafine (I1.42) pomnoZidemo sa &b%"!—z‘ﬂh% , gde

su/s i1 5 celi trojevi, a zatim demo inbtegraliti od 0 do @ ,
odnosno 0d 0 do & :

/Z?fzzyj 512252 517 %*_f draly =

f ‘/s‘lﬂﬂ_”” /:'.Z'S/” T S//," ydz‘qy

n-wrnl "’"
Pri ovome je :

- ~ & 20 m-r
[.sm = st -—’f or = |2
0 za m#r

é 4
A M_?/ = Z2a =
fsfn-__sm-— {-‘? ¥
H & 0 za n#S
tako da imamo :

ffz?(ryjsm TR i yo’xo(.y_ 1{‘52;9

odnosno i
mETr
Zonn aé—/]‘?/z-ws’” sin 3 gy (1.43)

Puten ovog izraza mofemo bilc koje optereéenje razviti

u red.
Vnose¢l sada, izraz (I.42) u Jednadinu ploZe (I.41) i
uporedjujuci koeficijente uz iste &lanove reda sa leve i desne



strane, nalazimo :
4 Forn
mr 3.4/ )!(
a?
odnosno, AKo Unesemo mdnnat (I 43) za Zmn
_[ Frrg)sins A2 e gy ooty
’4;7.-4 = (I.u4)
/\’Jr aé( f7z }
Uvako nadjen koeficijenat moZemo da umesemo u lzraz
(I.39) i time dobijemo re3enje zadatka za proizvoljno cptere-
éenje :

A __é’a'
. y ffc?ﬁcy}sm X i ;;’y 75”_1&1 .45)
. Kxtab mn ; 2 a

3.2. Raviomerno podeljeno optereéenje

Za slufaj Tavnomerno podeljenog optereéenja Z (Z(.z;yj=
= comst=Z )  integral na desnoj strani izreza (1.45) raz-
laZe Be na proizvod dva integrala :

ﬁ/fsm mx.sm-z-!dra’ = g—é—f—(/uc:‘asﬂ?-?ﬂ(/“msﬂxj

g2 mn

Za parne vrednosti 7 i 7 , A,,= , dok je za néparne :

4 = /62
7 /(/_r,ﬂﬂ( 1:‘52/

pa je resenje :

i&'Z . mrT nxY I.46
W(x_ff) [[ ”’! .f’; S#7 a S —— Z (I.46)
(o= /35 ) @ g3,
Makaimalni ugi’b plode nalazi se u centru i dobija se iz

izraza (I1.45) zamenom .z-zga, y_,:T&;

Fimra)-1 L
_fE sy () (m=43,5...
mox Ly b L L m?, 72 72,2 { r=4£345... )

mn,
a2 " 52

(I.479)
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Ovaj red vrlo brzo konvengira. Tako, za kvadratnu plodu
a=5 » Wzimajuéi samo prvi ¥lan (m- fijm=1) , dobijamo :
Wi = ;‘;g "< q00m6 é‘f
§to prema tadnom redenju (sa veéxm brojem Elenova reda)
-0001/05 Za daje gredku od oko 2,5 %.

Iz redenja izraz za momenat savijanja dobijamo prema
(I.16) :

62/
M=% aazzm,,(g- vy llasr: ”’/SMMW%?’ (1.48)

i sli¥no za /% i /ff_v

Za kvedratnou plodu, uzimajuéi samo prvi lan reda, do-
bijamo u sredini ploZe :

m/k; =maw4 = % a’(’*b’)
Za V=03 maxMe=Q0539Ec?

zZa Y=0 man =0,04’/02;0:3
Tadno refenje, tj. redenje sa vedim brojem dlanova reda,
daje ¢
2a V=03 moxt,=00478Za"

za V=0 max M, =00368Za°

Ovaj red ve¢ sporije konvergira, pa je razumljive da je
i gredka vefa (preko 10 %).

U prilogu su date tablice sa vrednostima makslmalnih u-
giba i momenata savijanja za razlifite odnose strana @/f i za
vrednost ¥=0 y 8t0 je uobilajeno za armirani beton.

Hda sl. 14 prikazani su dijagrami unutradnjih sila kod
kvadratne plode optereéene jednako podeljenim opteredenjem, za
V= 03.

Dijagraml promene momenata savijanja za g=coms?. , odno-
B0 X =onST imaju pribli%no parabolifan oblik.

Na sl. 15 je pmlkazana promena momenata savijanja u
funkciji odnosa strana 6/0, i V=483 . Iz ovoza dijagrama
mo¥e da se zakljufi da, ukoliko se odnos strane viie razlikije
od jedinice, utoliko se vise powvedlavaju momenti u praven kraéde
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strane u odnosu na momenat u praveu duZe strane.
kad odnos strana %-—oo , onda momenat A, postaje

‘5'
G’ﬂ‘ b My 5 ATt
o \ = qarerta  Za
/ am
< : azs.
w5 L2 4 B —— -~
N\ 4 arn ]
He N\ 4 i acs a2
e V] ' qos | L.
\5\ N '”J"
My N, z qov [ | —1— q0375
N N 1 = - —=
1) j qoz -
s 7
¥ o S
/£ 45 7 28 3 45 ¢ 4&
&
51. 15.
S5le 14,

Jednak momentu proste grede #,=/25Za% |, raspona @ . Me-
djutim, plode u armiranom betonu odnosa strana %}Z raduna-
ju se za sludaj ravnomernog optereéenja, ili uopdte opterede-
nja koje ne zavisi od ¢ , u praveu kraéeg raspona kao linij-
ski nosac.

Na sl. 14 je dat quZ dijagonale i dijagram glavnih mo-—
menata savijanja prema izrasu (I.18) : amé:.l{,=//,,z= #, r/g,_,_

Prava¢ delovanja ovih momenata je pod 45° prema koordi-
natnim osama. Momenti savijanja se javljaju 1 u uglovima plode
i brojno su jedneki torzionom momentu: exz:Af =% ey -

Yorzioni momenti imaju najveée vrednosti u uglovima plo-
fe, dok su na glavnim osama plode ravni nuli. e

Dijagram pritiska oslonadkog pritiska %: dat je 2za
y=0 , a prema (I.31).

Prema ranije izloZenom, u uglovima plode se Javljaju
koncentrisane sile P—-—-ZMW uperene navige.
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%.3%. Ravnomerno podeljenc gptereéenje na

pravougaoniku 2¢ x 2d (sl. 16)

Optereéenje plode dato izrazom :

—In
L

U—-C< 22 L U+E
v-ol< y<red

u Z(zy)=Z

moZemo prema (Ic_.ﬂz)’ da razvijemo u red:

Cad 9P ¢
_ = . T . AXY

v Integraljenjem ovog izraza i unoenjem
a u (I.42) dobijemo :

Sl. 16.

Zfr,y}b—éf[[m i %'Q

. XY
-sin 22+ .5'/// jS//;—-—S/ -
(m=z£:3--- n—::z,a--.)
Pa Je resenje dato izrazom @
e } Z \ffff"_""sf”-‘—\wﬂz"sf”—&@ . m Xy
24 ;_ mf S sum ”7_:5— s

(as* _‘)

(m=L23...; n=423...)

%.4, Koncentrigans gila u tadki

Iz izvedenog obrasca (I,49) u prethodnoj tadki, moZemo
lako da dobijemo i jednadinu ugibas plofe slobodno coslonjens 1
opteredens koncentrisanom silom A u taski (¢,¥ ). U tu gvrhu
pretpostavimo da se sila P pa ploéu prenosi kao jednako pode-
ljeno opteretenje Z preko pravougaonika 220/ , ako da je:
P = YedZ
Izraz (I.49) étemo napisati u nedto drugadijem obliku:
517 T 51ip Sfﬂm s/ﬂ"g‘ Xy
i T Q ﬁrz‘
1o ] S

Z)” F

WD
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Ako u ovom izrazu pustimo da ¢ 1 & teZe nuli, uz na-
pomenu da ja%=! i #edZ=F , dobidemo trafeni ugib plo-
-
¢e opteredene koncentriganom silom :
' . mAY ATV
7 sin s G g i ZEL
Wx’”%&rm‘v‘g (,_@,* 2,), ST g
az’ B~
(m=123... ; #=123...0

U tadki X=¢ , =¥ ovaj red je divergentan,sto zna—
&1 da se u tadkil u kojoj deluje sila pojavljuje ugib beskonad-
ne vrednosti. S5liéno je i sa izrazom za momenat :
vy
. .. . " 4
M=2L a8, m, o, mExg, ATV
* abr?wm w (m%, n* @ 6 i 6
az 63

(I.50)

(I.51)

Ova nelogidnost se javlja zaso 3to u ovoj tadki nije
zadovoljena treta osnovna pretpostavka da su naponi &, zane-
marljivi u odnosu na ostala dva komponentalna napona. Kako se
u praksi re3ava ovo pitanje, blée refi u poglavlju 8.

4, PRAVOUGAONE PLOSK SA PAROM PARALELNIH SLOBODNO

OSLONJENTH IVICA.- M.LEVY-evo RESENJE

Navier-ovo re3enje ima jednostavan oblik, ali redovi ko-
Ji se pri tome dobijaju nisu uvek dovoljmo brzo konvergentni
za numeridko radunanje. Osim toga'ovo redenje mo¥es da se kori-
sti u prikazanom obliku samo za slobodno oslonjenu plodu, a ne
i za druge granidne uslove.

Pravougaome plode kod kojih su dve naspramne ivice
(=0, x=ca) slobodno oslonjene, mogu da se radunaju na
bazi tzv. ..Levy-evog reSenja (1899), nezavisno od toga kakvi
su granini uslovi na drugim dvema ivicama. U takve plode spa-
daju plode sa graniénim uslovima prikazane na sl. lé.

Ovo je reSenje, za razliku od Navier-ovog, dato jedmo-
strukim redovima. Razumljivo, je, da se ovim redenjem moze da
analizira i ploda slobodno oslonjena ns sve &etiri strane.
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Redenje se traZi u obliku :

W=HWrw (1.52)
Ay
x
z
- = a s ¢ o [
abbocna vica

—— g

slobodro os/oniena ivice
Sl. 16 s whkifadtenc wica

gde je #; partilulerni inegral diferencijalme jednadine
AAW=?-Z kojl zadovoljava granidne uslove samo na stranama
=0 i =@ , 8 W redenje homogene diferencijalne jednadi-
ne :

44H; =0 (1.53)

koje u komblnaciji sa ; zadovoeljava sve graniine uslove.
Refienje #7 traZi se u obliku jednostrukog reda :
w=Z YeinZE (L. 54)
gde je ) funkcija samo promenljive g . Unodenjem ovog izra-
za u diferencijalnu jednalinu dobijamo za svaki Zlan vreda, po—
sle skraéivanja sa sip 2IE » obidnu diferencijalnu jednaSinus

@
w Vsl i VT AL/ 24
s A A

Opste redenje ove diferencijalne jednadine glasi :

b=yt T8 )y +(Gr B Z)SHZT (1



4.1. Ravoomerno podeljeno optereéenje

U sludaju ravmomerno podeljenog tereta, usvajajuéi ko-
ordihatni sistem, prikazan na sl. 17,
za partikularno reSenje mofemo da uz-
memo uglb trake raspons a

Y L E oy =27/Zf(’ (xr-Zax'ra’r)

Diferenciranjem moZemo lako da se uve-
rimo da je diferencijslna Jednafina
zadovoliena i da ovo ustvari pretstav-

Jr_.‘-"—,__l lja redenje jednadine za traku besko-
- naéne duZine.
v 51, 17. S Z

Za plodu simetridno osﬂn;j eﬁu u odfiosu na &£ -o0su moieme
proizvoljno zadato optereéenje rastaviti na njegov simetrilan
i antimetridan deo u pogledu na spomenutu osu, i za svaki deo
opteretenja zasebno potraZiti resenje.

U tom slufaju za simetri¥an deo optereéenja biée u iz-
razu za W; konstante uz neparne funkeije ravne nuli, pa aimamo

W, =2 (4, Ch G 1 1, T 5h 7 )i ZXE (1.56)

Za antimetriéni deo opteredenja moraju konstante uz ne-
parne funkcije da budu jednake nulil, pa je

=2 (B, ZE Ch T 4+ (, 5h 22 ) siip 152 (1.57)

Konstante .4,, y 3” AR ﬂ” u opStem reSenju (I.55)
odredjuju se tako da budu zadovoljeni konturni uslovi dui stra-
na y=.’f'z—‘ .

Da bi smo odredili konstante, potrebno je da se reSenje s
razvije u Fourier-ov red po sinusima. Za ravnomerno podeljeno
optereéenje, W4, razvijeno u red glasi :
‘-S'.'

A/_z-.le?
(n:f,_a;f...)

(1.58)
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4.,1.1. Ploda slobodno oslonjena po konturi

Konturnd uslovi na iviel g= +2- " su
W -0

Qyz
Za n -ti clan rsda nalazimo :

W=(Y% x,ﬂ,+,4 CHZEH 4 ), 7 5h T ) sin 2=

w=0 ;

i
2z
g;{% )[:‘(C’?”’y%ﬂ(z’ﬂ) xy L‘H/S};w.{’) _;-,,,”"""
pa nam grani&nl uslovi daju dve Jjednadine za odredjivanje kon-
stansi 4, 1 .5,
)
A, Chocy + Dy ex, Shax, R 4
A, Che, + D), (2Chex,, +05,5ha, ) = O
(n=135...)
gde su uvedene oznake :
nxb -
%n ?a—'— ’ 5 ‘VK F
ReSenjem gornjih jednat¢ina dobijamo :
y ! o, Tho, +7
. = T ot

"7 e, S
_ 27
% = 7 Foh

Sa ovim, jednadina elastidne povrSine ima oblik :

SEA L s

I‘K w75 2o,
*2'6»1"&'; L h T Jsin TE (1.59)
4.1,2. Ploéa ukljeBtens ng krajevimg &/=% 4
Konturni uslovi na krajevima g=# 21
wag , P.p
2y

daju nslovne jednadine 2a odredjivanje komstanti :



A, Cho, + B, o, Shex, +,?—5", =0

A, Shet, + B, (64, Cha;, +Shos, ) = O

Odavde je :
A _ F %C/ﬁa’q -f-Sﬁct;; S
77 o, Sha, Cha,
8, = L Shey 5
T n% o, + Shee, Chay,
g ovim je refenje diferencijalne Jjednaéine :

3Lty 1Sy AU oo b ap)os Y
V=% Jz"ﬂz#‘/oghs‘éa;,('/:a’aﬁ% 1)

——fdy&ﬁ—‘gﬂ_//sfﬂ -’:-?,T-Z' (I.60)

5. PRAVOUGAONA PIOCA SA RAZLICITIM KONIURNIM USIOVIMA

Na osnovu M.Levy-evog resenja mogute Je, kao Bto smo
vet napomenuli, dobiti reBenje samo za sludaj da je ploda na
dve naspramne strane prosto oslonjena. Razlidite druge,u prak-
si deste, vrste oslanjanja, kao napr. ploda ukljeftena na sve
Setiri strane, ili sa trl ukljeitene i Jednom slobodnom ivi-
com, zzhtevaju za njihovo reSavanje du¥i i komplikovaniji po-
stupak.

Iz primera koje smo rasmatrali, mogu da se naslute pPu-
tevi analitiZkogz reSavanja ploda. Mi se u druga redenja neéemo
upusdtati jer bl to oduzelo dosta prostora, a ne bi donele na-
roditu korist.

Veliki dev uobidajenih zadataka Je tokom poslednjih 30-
40 godina resen i tabulisan, take da se u mogim konkretnim
sludajevima moZemo da posluzimo tim reSenjima. U prilogu su
date tabele gtatidkih uticaja za najjednostavnije sludajeve
opteredenja.

Za reBavanje obih zadataka koji nisu refavani i tabuli-
sani, a u praksi mogu da se Jjave, daleko su pogodniji numerié-
ki postupei.

Gledano istorijski, oba resenja koja sio 4o ¢ada prika-
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zali su relativno sbtara (1850 1 1899). Razvitak armiranog be-
tona 1 u vezi sa tim masovna upotreba ploda u gradjevinarstvu
zgtekli su teoriju plola uglavmom na ovim redenjima, koja ni-
su mogla da zadovolje potrebe.

Nemadki inZenjer Marcus je pokudao numeridkim putem da
redava plode razliditih, za praksu vaZnih sludajeva oslanja-
nja. Uzimajuéi te radove kao kontrolu za tadnost, Marcus je
predlofio jednostavne formule za proradun pravougaonih ploZa

sa razliditim uslovima oslanjanja.

§ Osnovna ideja na kojoj podivaju ti
obrasci, jeste podela plede na dve me-
djusobno ortogonalne trake koje se u
sredini uvkrstaju (v.sl.18). Za plode
opteretene ruvnomernim optereéenjem Z,
svakej traci se daje neke konstantno
ap | an optereéenje Vo y odnosno Mpy . Pri to-
me je njihov zbir Z .Uporedjujuéi ugi-
be traks u sredinl i procenjujuéi uti-
caj torzionih momenata koji preuzimaju
Jedan deo optereéenja ma sebe, Marcus je dobio relativno jed-
nostavne formule.

Na osnovu tih formula, kasnije je LEser napravio tabe-
le kojima se 1 danas uglavnom sluZimo, Sako da su Ti numerid-
ki podacl za pravougaone plode viZe poznati kao L3¥ser-ove ta-
bele, neéo kao Marcus-ove formule.

Ovde ¢emo navesti samo Marcus-ove formule za momente
savijanja u sredini pravougaone plofe slobodno oslonjene ua
krajevima :

4%

4%

S1. 18.

af &P
%Wx=ﬂxg") ; Jémx‘f@zﬂ

R =
6 avr?
& a?

fle = ated®, e a’+ 67
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Tokom vremena, uradjen je éitav niz refénja, pa su ra-
zumljivo dobijena tadna reSenja i za one sluéajeve za koje je
llarcus dao samo pribliZne formule.

6. KRUZNA PLOCA

©+.1. Jednaéina plofe u polarnim koordinatama

Za izudavanje deformacija i maprezanja kruzne ploZe po=-
sluziéemo se u ovu svrhu, pogodnijim polarnim koordinatama.
Transformacijom koordinata, moguée je iz izvedenih jednaina
Za pravougaonu plofu dobiti odgovarajuée jednadine i za krui-
nu ploéu. mada polarne koerdinate &ine specijelnl vid krivoli-
nijskih koordinata, one su u svakom sludaju opBtiji vid orto-
gonalnih koordinata nego pravolinijske Dekartove koordinate,pa
cemo zato diferenmcijalnu jedméinu kruine plode izvesti nepo-
sredno u ovim koordinatama.

Komponentalna pomeranja u praveu radijusa plode oznadi-
temo sa ¢ , u praveu tangente na kon-
centri&ni krug sa ¥ 1 u praveu norma—
le na srednju ravan kao i ranije sa
¥ (v.sl1.19).

Kao 1 u pravouglim pravolinijskim
koordinatama, shodno uiinjenim hipote-
zama imamo 3

81. 19. G 57" odnosno W= w(r; )

lsto tako, klizanja izmedju pravaca r i Z ;s odnosno
¢ i1 Z pu ravna nuli, pa imamo :

v ow _ _ O ow
fzr =8z 7ar - T J2eT5z Trap 29

Integracijom kao i ranije dobijamo :

Ow Lo
us-zgt ., v=-zims (x.¢1)



3
6+1.1e mponentalne defo ije, maponi i1 sile u preseku

lzrazi za komponentalne deformacije putem pomeranja u
izabranom pelarnom koordinatnom sistemu biée drugadiji od onih
na koje smo navikli u pravolinijskim koordinatama. Ove izraze
temo 1zvesti posmatrajuéi deformaciju elementarnih linijskih
elemenata u praveima »~ 1 ¢ , (v.s1.20).

Pomeranja tadke #/ u ravni
o Org neka su ¢ 1 ¥ . Po-
meranja tatke Af, na rasto-
Janju rop ée se razlikova-
ti za prirastaje oy roﬁo ’
odnosno 2¥ rdy .'lsto ta-
ko pomeranje tafke #% na
rastojanju o~ u praveu -~
razlikovaée se od pomeranja
bliske tatke #7 za g;”af- .
-/ 4
odnosno 22 ar
Promsna duZine o kroz
njenu prvobitou duzinu, od-
nosno dilatacija u praveu
r , kao &to se iz slike vi-
1i, data je sa :

(1.62)

Dilatacija u praveu ¢ se sasteji i1z dva dela. Prvi deo
promene duZine f'afa izazvan je razlikom pomeranja ¥ tadaka
M i M o

Sem ove promene u duZzini elementa ra’gﬂ y Postoji i pro-
mena duZine usled pomeranja ¢ . Naime, usled pomeranja & ,
tadke elementa 7 , zanctnrujuéi mule vilep reda, prelaze na
krug polupreénika 7+#¢/ | pa prema tome i duiina /o postaje
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(r+¢#)d9 . Razlika izmedju nove i prvobitne duZinme,podelje-
na sa ovom poslednjom, daje drugl deo dilatacije :

£ (r+u)a’gﬂ—rd¢___ %
Y

td roy
pa je ukupna dilatacija u pravcu ¢
ay u
Bp = ,_5¢ (I.63)

Kliza.n;ja, odnosno promenu prvobitno pravog ugla izmedju
pravaca 7~ 1 gp ., nalazimo prema skici :

_ V-f-aFa’r-—%(rva’r} (/+,:‘%‘éf‘069—o'

4 aor ray
odnogno :
d_ v Ou
e =577 +rd¢ (I.64)

Unokeé¢i u jednadine za &. , €p 1 e izraze za ¢ i ¥V
putem W ,imamo Konalno :

on (I,62a)
r _"zc?f‘t a
69 Sw

e "59’} Pdr- sz-q}fpz"p d,./ (I.63a)
/58’ L ow, 9 I

Z/-ﬂr' /'25P ,ﬁ? Z/c ol
2 35#' I aw
= [ ,-z ay

Veze izmedju napona i deformacija su prema Hooke-ovom
zakonu i

E
5;*7__'?(‘5;-*”6«'}

%= _pz (Epr+re.) (1.65a,b,¢)

E
o = 20009 VR

Momente savijanja 4. i Mp 1 uwomenat torzije #p TO-
#emo loko do dobijemo na ocnovu definicje sila u preseku,a pre-
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ko odredjenih integrala :

M=[Gzdz ;M- [Gzok
My =/ 2%
Ako komponentalne deformacije izrazimo putem pomeranja,
dobidemo : a}‘ W
W 2 ! Ow
# ==X, arz""' ripr T /7
It ow,  OW
%=—k[ :a?z - or *Hd—pi
! dw
—“k(’ VJ[ érdp T rz dpj

(I.66a,b,c)

Izraze za transverzalne sile u funkciji pomeranja dobi-
jamo kao i ranije preke uslova ravnotefe.

6.1.2. Uslovi ravonotefe i1 jednadina plode

Da bi smo robill vezu izmedju sila u preseku i opterete-
nja, posmatratemo elemenat krufne plode na sl. 21 optereéen
proizvoljnim opteretenjem Z(7; ¢/ isefen sa dve ravni kroz cen-
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tar plofe upravne na srednju povrdinu, koje zabtvaraju ugao o
i dve eilindri¥ne povréine na otstojanju of .

Na strani elementa /"= co/7S7. deluje momenat savijanja
Mrop , torzioni momenat Mvrdﬁ’ i transverzalna eila Z.’rafa*?
Pri prelasku na stranu elementa r+ofr=coms/” nenja se ne
samo vrednost funkcije #. , veé i duii; 1lini jekog elementa,
take da je ukupni prirataj momenta a’ra"q: Sli¥no je i
sae momentom torzije i transverzalnom silom.

Na stranl elemsnta @=coms’ deluje momenat savijanja

Mpdlrs torzioni momenat 470”' i transverzalna sila /&7 .Pri
prelas.ku na stranu @rop=coms7: sile dobijaju prirastaj samo
usled promene koordinate @ .

Za odredjivanje veze izmedju sila u preseku i opteresée-
nja na raspoloZenju nam stoje tri uslova ravnoteie. Kao prve
posmatratemo statifki momenat svih sila oko tangente na krug
r+%° u tefiftu elementa.

Rgdijalni momenti daju rezultujuéi momensat :

SH.-r)
— " orok ()
=4 i
Torzionl®momenti daju :
oM,
Sy a4
£ ardyp cas 5 B

Tangencijalni momenti re stranama @=coms/ 1 @rop=
= o757 daju, zanemarujuéil vrednost priraitaja ﬂ’-‘-’dgo , Drema
slici (21b) rezultujuéi wekbtor u praveu tangente 't

- 44;, ardip )
Transverzalne sile /- daju momenat :
— Lrdypar )

I ovde je vrednost priraitaja %}—dm kao mala welidina vi-
Seg reda, zanemarena U odnosu na J./°.

n.ko saberemo izraze (o], (ﬁ} (]‘) 1(5'),\'06.361 raduna
da je Za diferencijalno mali ugao oy cosofp=7 1 skratimo sa
drdlp dobiéemo jednadinu :

amr) ‘3_"42_,%_;,-=0

d" aw (I-G?a)

”M.omnti su prikazanl vektorime sa dve strelice i smer obrta-
nja je sa desno u levo gledajuél od strelice k podetku wektora.
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Na slidan nadin mo¥emo postaviti 1 uslov da Je statidki
momenat oko radijusa koji prolazi kroz teZifte elementa jednak
nuli. Treba voditi raduna da i torzioni momenti na stranama
¢=canst i @rop=corsy  prema sl. 2lc daju rezultujudi
momenat M, N0y  oko pomemutog radijusa. Tako nam drugl us-
lov ravmote?e daje Jedna&inu :

aﬂfgr) g%.,” ~Fr=0 (1.670)

I najzad iz uslova ia zbir svih sila u praveu Z —ose mo
ra biti jednak nuli dobijamo @
ofrr) ar,,
o T op rEr= (1.67¢)
Ako iz prve jedmaé&ine izrazimo /. , a 1z druge }; , uno-
seél lzraze za momente u funkeiji pomeranja prema (I.66), do-
biéemo @

S ow, 1 div
= /(ar( PR o TR Bgt/
= K B:V 4 3# 4 an/}
=— w 0,_‘ ,.. a_" l"' ?2
Uvodeél oznaku :
W 7w 1w
AW = arz ' 7 5r * 7z Fpt
prethodne izraze moZemo da nepifemo u obliku :

0
r= —-Ko? (aw)
odnosno @

L 5 (am)

@’“Kray

(I.68a,b)

Izraze (I1.68) éemo uneti u tredéi uslov ravmotefe,pa do-
.Jamo

e A

dnoano

Z

ré é* )(é??/ 7 Ow a’fwz)_# _—

(a—r‘ rar i *r e~ ,-30"99
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Izvedena jednadina pretstavlja diferencijelou jednadinu
plofe u polarnim koordinathma.

6.2. Kruina ploda pri rotaciono simetrinom optereéenju

6.2.1. OpiEti integral diferencijalne jednsdine i sile u preseku

iko je kruina ploda optereéena rotaciono simetrifnim op-
terséenjem i ako su grani®ni uslovi rotaciono simetriZni, na-
prezanje i deformacije plofe ne zavise od ugla ¢ , pa se parci-
jalna diferencijlna jednafina (I.69) svodi na obi&nu diferenci-
jelnu jednadinu po nezavisno promenljivej »~ i

el rawy_ Z
(57?:2 /(dr'! raor/ T x (I.70)

ili nopisano ekgplicitno :

Py, 2k 1, s o E
T E I R TR (1.70a)

Reenje ove diferencijalne jednaiine dato je zbirom par-
tikularnog iategrala K, dabte nehomogene jedna&ine 1 opiteg
refenja #, odgovarajuée homogene jednadine.

Drugl integral moZemo da madjemo sli¥no kao i kod di-
ferencijalnib jednafina sa konstantnim koeficljentima uvodeédi
novu promenljivu zamenom r=e? . Tako dobijamo :

o g" iy

7Z* _‘ya’t’ Y g
ReSenje ove jednaline glasi ¢
W=A+ Bt +Ce®rDte*
odnosno :
W= A+BYr v+ OrFs Drilgr
Mesto promenljive /- moZemo da uvedemo bezdimenzionalou
promenljivup:c—;-' , gde je @ froizvoljina konstanta, a .moie
da pretstavlja naprimer, poluprednik kruZne plofe. Sa ovom na-
pomenom opiti integral jednadine (I.70) moZemo da napidewo u
obliku:



W= K +G+ G0 G otlgp + G0 (L.71)
Za sluiaj rotacioms simetrije izrazi za sile u preseku
(I.66) 1 (I.68) sa avode m 1

! ob
”"_‘((g’ﬂ*pﬁa’n:')

a’

r
Fet (5,:“; "”“’)

Moy=Mo= 75 =0
Diferenciranjem jedna¥ine(1,71), imajuéi u vidu jedna-
Siou (1.72), dobijemo izraze za ¥ , M. , My 1 [ »
g=é[#+f€pf€,ﬁﬁff{yp)f@;j

4/=—'( %fp!gp’—gf(ffﬂ,fz@fc ,i:yff{yp)—

Al
Hy =-—-{V@- Pqﬁo—*(/ﬁy[z;t' *G( 7
*‘?@P}"@ff;ﬁ;]/

77 "oap? oop

6.2.2, Odredjivanje partilularno into

(I.72a,b,c)

/,-3;«' (I.73)

Partikularni integral #{ =zavisi od opteredenju 1 moie
da se odredl neposredno putem integracije.U tu svrhu oznaiibe-
mo %

dw , 1 aw__#
drt radr STF (I )
pa diforencijalou jednainu (I.67) moZemo da napiZemo u obliku:
aH _f M _z
are” = (1.75)
odnosno

ra ., at
r (T ) =~Z
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114 d . alf
=28 Y e
ar ( ar ) Zr
Pogle dve integracije po 7~ bide @
ar
Jednadinu (I.) isto tako moZemo da napifemo u obliku:

ra . aw, M
=)= 7
i posle dve inbtegracije :
! fab
W= -,-\f Mrolr (1.77)

Za sludaj jednsko podeljenog optereéenja F=7Z Dbite :

M- [Efror = - 55
ar v Eat
ff“fy 55/; wf’!o R

6.2.3, Konturni lovi

Posmatrajuéi opste resenje
diferencijalne jedna&ine(I.71)
kao i izraze (I.73) dolazimo
do zakljulka da zap=0 , tj.u
centru plode, ugibi 1 sile u
pre seku dobijaju beskonaéne
vrednosti nezavieno od optere-
¢enja,ako je G#C i G#0. Po
5to ovi uticaji za kru¥nu plo-

Zx gu imaju konadne vrednosti, to
logaritamski deo reSenja mora

. biti raven nuli, odnosno mora
3.) b da bude (=G =0 .
én Integracione konstante & i &
odredjujemo 1z uslova oslanja-
o) i, L4 nja ma kraju,tj.zap=/ (81,22}
I ,\ﬂ‘/\-*k_u_t,.” Za slutaj slobodno oslonje-
ﬂ - IJ ne plode (sl.22a) imamo slede-
T T T — . ée konturne uslove :

Bl. 22.



w=0
M.=0 (1. 79a)
Za totalno ukljestenje plode (sl.21b) konturni uslovi
su alededi i

a p=/

We=0 y
av zap-
: = 0 (1.79b)
Na slobodnoj ivici ploZe (sl.22¢c) imamo uslove :

M.=0
L-0J %P (1.79¢)

Kod elasti¥nog ukljeitenja konture (sl.22d), npr. u ci-
linder, polazimo od slofenog redenja oblika :
W=y + Mu, (1.80)

gde je #; redenje za slobodno oslonjenu plodu, #Hg redenje
za plodu napadnutu jJedinidnim momentom po konmturi, a A/ stati-
ki neodredjana welifina - momenat ukljedtenja plofe u cilin—
der, koja se odredjuje iz uslova poklspanja deformacija cilin-
dra 1 plode.

6.2.4. Slobodno oplonjena plo¥a optereéens ravnomerno
Rodeljenin optereéeniem

8a nadjenim partikularmm integralom za ravmomerno po-
deljeno opteredenje (I.78) i sa napomenama o konstantama G i
Cy TeSenje ded.naéina (I ) glasi t

2
5411( (f’ "G +GpY (1.81)
Prema ovom refenju momenat: savijanja A je :
I —_
M= —,‘%""—[{wﬂ)pﬁ (/W)z-f G/
Iz konturnih uslova (I.79a) odredjene su konstante G, i

G = 30
Al

G275

pa je redenje
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W= -——[(/ p‘)‘sﬂ-ﬁﬂjj (1.82)
Za sile u praaoku Aobijamo prema (I.73) :
M= VB (3-9)(/-,0
M= —'— (3+1)—0%(1+35)
&V 3er)~pP(r03)] p—
T —'égr?

6.2.5. Plota ukljedtena po komturi optereéena ravmomerno
podeljenim opteredenjem

Integracione konstante G 1 & u opbtem redenju (I.81)
odredjujemo prema konturnim uslovima (I.79b) :

C-1 G=-Z
pa je redenje :
i W (f—p/ (I.84)
a sile u preseku su i
M.~ ZE Y10 0)~(3e0)p"]
-2 rn)-(1130)p7] (1.85)

=
F=57p

Reakclje kruZne plofe 1 u prvom 1 u drugom sludaju se
nalaze jednostavno deljenjem ukupnog opteretenja 4 sa obimom
plofe Zry @

.4__)_?__ _Za

“Zra 2 (I.86)

6.2.6. Blobodno oplonjena ploda deliwmlino optereéeng
ravnomexr 0 di te

Prorafun za krufnu, slobodno oslonjem plodu, opterete-
nmu prema s8l. 23, razlaje se ma dva redenja.
Za srednjl optersfeni deo redenje ds imati dve nepozna-



G4

te konstante G, 1 G, :

y-mp r6‘+6;,,o

Za spoljnl, neopteredeni deo opite redenje d&e imati
detirl nepoznate konstante G;’ )
GG, G
/ s

w'= C;'+C;jo'?+ Gelge + Gigo
Za ukupno Sest nepoznatih kon-
stanti postaviéemo Sest uslov-
nih jednadina :

]

wW=0 ,;, M-0 zap-/

_ et aw_ o’ .
w=w', o~ MM

=7 zaﬁ=£=/3

Uslov jednakosti momenata savi-
janja za p=c—f—=ﬁ mofe, ob-
zirom na izraz (I.72a) i jedna-
kost nagiba tangenti,da se sve-

R Wy
I w 2
e ze p=/3

Isto tako, uslov jednakosti transverzalnih sila, obzi-
rom na izraz (I.72c¢) i jednakost prvog i drugog iwvoda, moZe

da se svede na @ I Cffl/’
g3 g 22 p=f

Iz dobijenih uslovnih jednalina mogu da se odrede kon-
stante, a time i redenje kruine plode za ovaj sludaj opterede—

nja @
we Se B Lo s 2108] ¢

18K 2(7+9)
¥(3 (7+3
# (;;)fw) ot ﬁl@ﬂ/ wapeR
ﬁ{z( ) (1- ”’G(f-p,HZP"@'P* (1.87)

2(rrv)

+ﬁ’[gﬁ/ z2 Bzp</

"‘”/sk
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Sile u preseku su :

- M= aﬁ:[{’/fﬂ}@'ﬂf/——— < """ °/
—M:z”ﬁ[{f’w}@'ﬂfﬂ p, 3u,-r-/

B F
Fe-fap za O<p<f
_ - aﬁ[{/w)@p,t 2 -7
B .,%:_T-é[_(np)/gp#/-»)—g—")ﬁ’fp*’)j (1.88)
F'=-Frapf P P s

Pomoéu izvedenog redenja za
a) delimidno opteredenje i refie-
PAN PN -
nja za puno optereéenje plode,
mogu superpozicijom da se do-

) bi =00 :
iju 1 reSenja za sludajeve
P 2N e "
) optereéenja prikazane na sli-
¢l 24,
o) : i s
AN A_

Bl. 24.

5:2.7. Blobodno oslonjena ploda optereéena koncentrisanom
silom u centru

Iz izvedenog resenja (1.87) za delimidno optoredenje mo—
¢ da se izvede redenje za kruZnu plodu optereéenu koncentrisa-
iom silom u sredini. U tu svrhu oznadimo :

P=Z alfr ok,  Zais’- ”_f.’

Unesimo ovu vrednost u izraz za w'u (I.87) i pustimo
la u ostalom delu izraza & tezZi nuli. Tada éemo dobiti traZe-
0o resenje i

Pa? r Fry
=E;A)[/,:) ("‘P})“?F"(gpj (1.89)
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Iz ovoga refenja aledi :

Woax: =I£“:::u) ;(Lx-al

M =-522y

My =,7§ Jtr-v)~(r+v) lgp] (1.90)
P

6.2.8. PloZa u obliku kru¥nogs prsteng

PloZe u obliku kruZinog prstena mogu da budu na razlidi-
te na¥ine oslonjene. Ovde demo prikazati samo neke sludajeve
oglanjanja kru¥no prstenastih ploa i puteve njiihovog reSava-
oja. :

1. Plola prikazana ma Bl.25 je duf ivicar=g i r=&
slobodno oslonjena. Za rese-—
nje plode u ovom sluéaju mo-—
ramo da upotrebimo resSenja
sa &etiri konstante. Za nji-
hove odredjivanje stoje nam
na raspolofenju na svakoj i-
viei po dva uslova :

W=0 M=0 zap<2-p
wel M-=0 zaP=/

S511ifno b1 bilo i 2s sludaj da su oslonjene ivice 1 u-
kljestene :

2l 1
W=0 a,-_—'a za'p-ﬂ

W=0 :T:."" -0 za p=/
2. Kru¥na plofa prikszana na sl.26 tako oslonjena da
Jjednim delom lefi na prepustu.
I u ovom slufaju, sliéno kao u 6.2.6. proradun se raz—
laZe na dva redenja: reSenje I za kru¥nu plo&u pre¥nika Za
sa dve integracione konstante i refenje II za kruini prsten
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Birine H-a sa Cetirl integracione konstante., Ovih Best inte-
gracionih konstanti dobidemo

F P reBavanjem gledeéih jednadina:
M=0 ; T"P 22 r-b
Za I 5 r de d}i’
' 25 - w=0,1w=0, ar “ar *
Sl. 26 = # @ rea

3. 81i%no ¢e vaZiti i za prstenastu plou prikazanu na

sliei 27. All u ovom sludaju redenje i za prstenastl dep Eiri-
ne a - ¢ z& pretenasti deo &iri-

ne b - a imade po Zetirdi  inte-
gracione konstante, pa de shodno
tome bitl osam grani¥nih uslova,
Dva nova uslova temo dobiti na
ivici r=¢ , gde mobenat 1
transverzalna sila moraju da
A 27 budu ravni nuli.

U prilogu su data reBenja za neke slulajeve optereéenja

kruZnih i prstenastih ploé&a.

6.3%. KruZna plofa pri proizvoljnom optereéeniu

Kao 3to je ranije izvedeno, difersncijslna jednadina
plode u polarnim kuordinatama Jje s
Z
7 &n/ dw Z
44w = (6:"': f‘af' ,.:‘3? )( ort tr 3 ,-35?:) rd
ReSenje ove diferencijalne jednadine za sludaj proiz-
voljnog opteretenja prikazaéemo u obliku :

W=W,+#; (I.91)

gde je ¥, partikularni integral nehomogene diferencijalne jed-
natine d44w=:Z , B #; jedmo redenje homogene diferencijalne
Jednaline aaw =0 . Redenje owe druge jednadine potrafiéems u
obliku reda :

Wf-ZWmsmga #Z W, s mp (1.92)
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gde su ﬂ{ ¥ % i ”ﬁ, funkeije samo od promenljive 7/~ . Unesemo
1i ow redenje u diferencijalnu jednadimu, za svaku od ovih
funkcija ¢emo dobiti obidnu diferencijalnu jednaiinu oblika:

d d"% 1M W
(r‘+r$ r"/( R I / g

Ovu jednafinu moZemo lake da redimo uvodjenjem smene
r= et . Opdte redenje jednadine za m>/ glasi :

"Vn :4”’ F"‘!"Bmf'—m

(I.93)

mr! -msr2
G Gy (1.94)

Za m=C dobijamo veé poznato redenje za rotaciono si-
metriéno savijanjs plode i

W=A+Bri+Glgr+ Qrelgr ir.95)

Refenjem karakteristidne jédnadine za m=/ Javio bi
se jedan par istih korena. Zbog toga je refenje :

M=4r+4r-’+ C,‘,,—f *Drigr ~ (1.96)

S1i%ni izrazi mogw da se ispiu i za funkeiju # . Po-
8to ove izraze zamenimo u (I.92) dobiéemo opite redenje dife-
rencijalne jednadine. Pri tome, zadato opbtereéenje treba prat-
staviti u obliku jednostrukog trigonometrijskog reda po pro-
menljivoj ¢ , da bi mogli sliZno kao i kod M.Levy-evog rele-
nja za pravougaonu plodu, koristeéi graniéne uslove, da odre-
dimo integracione konstanta.

6.3.1. Krufng plo¥a optereéena linearno promenljivim
optereéeniem

Opteretenje plode prikazano na sl. 28 mofemo da podeli-
mo na jedno rotaclono simetri&no opterebenje velidine :

4
Z =z (o tr)
i na jedno antimetrifno optereéenje weliline :

£~ Eeosy
(1.97)
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Ovde ¢éemo dati resenje za ovo drugo opteredenje.
Partikularro resenje diferenci‘alne jednafine moZemo
lako da odredimo. Ako unese-
mo u nehomogenu diferencijal=
nu jednadinu reSenje oblika:

5
w,=A, a’o—rwssﬂ

dobicemo za konstantu A,
vrednost 1

™ A=_1
i ¢ 192K
?\ ~° U A A dobij "
@; Z vVodeti Pa y dobijamo:
R —— T, val .,
¥ o = oS LG
“I?I;’I Wit 7 m= o pTose (19
Obzirom da je opterete-
Za nje dato samo prvim &lanom

trigonometrijskog reda po ko-
sl. 28. sinusima, to ¢e redenje homo-
gene diferencijalne jednadine prema (X._..) biti :

7/
W= (Ar £ Bri+ G =+ rlgr)cose
Ukupno resenje je tada :

¢
W= W+ #, =!§Z—i/(p"—¢4p*ﬁp3+6"o—’ +'.0p{gja)c‘os§o (1 99?

KruZna pleds u svom centru (P=€ ), mora da ima ugih i
momenat A’{.. konatnih vredmosti. Paj uslov tra?i da konstante
€ i D budu jednake nuli. Konstante 4 i A demo odreditd iz
uslova oslanjanja ma kraju = /.

Za gludaj slobodmo oslonjene plofe uslovi su ;

pa’ -
(W)P'»’ ot (7+A4 +8)cosp=0

(M-,‘)f,ﬂ == g?#(.ﬂ-y)f B-2(3+p) fcosp =0

Redenjem ovih jednadina dobijuio konstante a time i de-
finitivne reSenje i sile u preseku :

" aﬂ%a?mprf‘lo?[z“"ﬂﬂ’)pejcosgp
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M.= .f+v)p( 1-p*) cas

My = wrs 2)
e ¥ 24’(3
Y= 24/(3 PP

== [z'(.rw) -9(3+3)p *Jeosg

P[?.ﬂ-p)(lf-.?y) (1+50)(32)p _/mspv

(1.100)

[2(5+v) -3 (3+)p* [sing

Maksimalni momenat Af- dobijemo za P F :

(M e =

P Erw)

Maksimalol momenat A4 dobijamo za p= }%;%% 3

(”) e

p_ (Sru) (10 3p)
I+

6-3.2. Kruina plofa oslonjens na stubove opte...cna

rgvnomerno podeljenim opteredeniem

Plofa prikazana na slici 29 oslonjena je u tadkama
1,2, »«« X, na medjusobno jednakom rastojanju. Rezultanta re-

8l. 29.

s P 7
P)=izlz+

S NKE
Z ks

akcije na jednom osloncu Je
£ | gde je £ rezultanta u-
Kupnog optereéenja P=Zxra®
a KX broj oslonaca. Na sl. 30
su prikazane ove reakcije na
razvijeno] projekeijl obima
plode, pod pretpostavkem da
ge na Birini stuba rasprosti-
1 kao jednako podeljenc opte-
reéenje. Ovakvo opteredenje
moZemo da razvijeme u Fouri-
er-o¥ red sa pericdom &E
pa dobijamo

cos ) (I.101)
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ReSenje problema pretpostavlijamo u obliku zbira @

z w=wenw” (1.102)
Va4 Sa w' temo ozna¥iti redenje za
it f_Tﬂ slobodno oslonjenu plodu (I,73°
Zrak a sa w* partikularni integral
7 homogene diferencljalne jedna-
¢ine u obliku :
Sl.. 30.

» Ll mpZ
W= At L (Ayr ™+ B,r™")cosmp p—

gde jJe M=k71 , a M= 1,2,5,0004s

Eongtante 4,, i BM odredjujemo iz uslova da je momenat
savijanja # na konturi jednsk nuli i da je reaktivmo optere-
denje po konturi jednako opteretenju B()

- =u P _
M)a=0 (Tn* =P

Eonstantu A4, koja je bez zna¥aja za nsprezanje odre-
djujemo iz uslova da je w” u sredini jednog od oslonaca ravan
nuli. Samim tim de bitl uglb i nad ostalim osloncima Jednak
ouli.

7. PRORACUN PLOCA METODOM KONACNIH RAZLIKA
(DIFERENONA METODA)

7+1. Redavanje cbidnih lipearnih difereneijalnih
jednading metodom konednih razlika

Suitina diferencne metode 111 metode kona¥nih razli-
ka se sastoji u izraZavanju bilo kog izvoda funkcije fﬁr)u up=
genoj tackl, putem ordinata te funkeije u obliZfnjim 1 unapred
odredjenim tadkama datog intervala.

Smatrademo da je funkeija Frz) u intervalu 4-2 nepre-
kidna 1 da su njeni izvodl takodje neprekidni do onog reda ko-
J1 ée nam biti potreban. Dati interwal #-A8 éems podeliti na
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M jednakin delova. Posmatrademo deo krive #=#/(x) izmedju
tadaka m-/ , m i m+/ (gl.31).
Ako pretpostavimo da se funkeija
w=f(x} u intervalu (m-f)=(mel)
moZe da aproksimira interpolacio-
nom parabolom drugog reda, koja
prolazi kroz tadke (m-£)’ , m*
(m+1)’, onde prvi izved u tadkim
izrafen putem ordinats My, i
Wnsr Blasi

( ) ""“f et (I.104)

Drugim redima, tangens praveca sefice kod kvadratne pa—
rabole, kao éto Je poznato, ravan je tangensu tangehte na kri-
vu u tadki m’.

Urugi izvod mo#'emo da shvatimo kao promenu prvog izvoda
po jedinici duZine. Na delu (-7),(w) vrednost prvog izvoda
je é(n{,,-u;,,,,), a na delu (w)(m+/) je ‘;.Z(H’M—K(,, /. Formiraj-
mo sada razliku ovih vredmosti i podelimo je sa duZinom .Ta-
da dobijamo i

r! _m mS

TW ) Wer ~ 2ty * Wit
dxm 52 (1,105)

Razuml jivo je da bi smo istu vrednost dobili i da smo
interpolacionu kvadratnu parabolu odredjenu putem D;:'dinata
W v Wm 4 Wmyy dva puta diferencirali. Pod pretpostavkom
da su ordinate # nale u oduo::m na duZinu intervala AB, vred-
st 7, =(H, , ~ Wy + mr/s pretstavlija veliéinu prelomnog u-
3la, odnesno kontigentni ugao u &voru m y boligona dobijenog
iz date krive linije spajanjem tadaka m’(w’= 7.2%..47")
pravim linijama.

Tre¢i izvod funkeije # moZemo de dobljemo ako ga shva-
timo kao prvi izvod drugog izvoda, koga ¢emo za trenutak obe-
lezZiti sa 7/~ Znaéi.

et "imor
(drl = ZS
ako za /g, 1 74, , unesemo odgovarajuée vrednosti drugog iz~
voda u talkama m+/ i1 m-/ putem ordinata funkcije # , prema
(1.105), dobijamo
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d-.'ll’ Woweg =W, '*g“’ﬂ_’—w”
(d'w’ -t 2‘;"3 (1.106)
Cetvrti izvod éemo napiseti kao drugl izvod drugog 1z=
voda funkeije w : .
(a’_'nf __ fares =2y + Gy
T 5
111 ‘preko ordinata funkcije w :

{C/‘;V} & Hrag — Wit + 6 Wy — Mgt £ Win-2
= 57 (1.107)

Na slidan nadin bi smo mogli da izrazimo i vide izvode
puten ordinata funkcije # .

Predjemo 1i sada na obiému linearnu diferencijalnu jed-
naéinu sa konstantnim ili promenl jivim koeficijentims :

Fwww, wx)=0
gde su sa crtom obelefenl izvodi pox , mo¥emo za svaku tadku
intervala AB da napiSemo jednadinu @

F W, Wt Wiy o o W™ X)) =0

Izrazimo 1li odgovarajude izvode putem ordinata funkcije
# kako smo to pokazali, dobidemo u svekoj unapred odred;enoj
talki m iobervala AB jednu linearnu jednadinu. Broj linear-
oih jednadina po nepoznatim M4 biée jednak broju izabranih
talaka unutar intervala. Osim toga stoje nam jo3 na raspolofe-
nju i graniéni uslovi koji zajedno sa svim Jjednadinama &ine
sistem jednafina iz koga se odredjuju nepoznate #4 .

Prilikom ispisivanja diferencijalne jednaiine u dife-
rencnom obliku 2za tafke ma krajevima intervala, odnosno, zavi-
sno od reda diferencijalne jednaline 1 za tafke u blizini kra-
jeva, javide se 1 ordinate funkcije # 1izvan intervala. Ove
prekobrojne ordinate izvan intervala A-B odredjuju se iz gra—
niénih uslova ispisanih putem konaZnih razlika.



7.2, Prorafun kru’ne plode ma elastilnoj
podlozi metodom konadnih razlika

Kao primer proraiuna krufme plode metodom konadnih raz-
lika uzedemo jedno specififno poglavlje iz oblasti savijanja
ploda, krufmu plodu mm elastidnoj podluﬁi-"')

Opteretenje plofe na elastiinoj podlozi sastoji ge iz
dva dela - spoljnjeg, zadanog optereéenja na plodu .Z(7) i re-
aktivnog optereéenja elastifne podloge 2/ . Za reaktivni ot
por tla usvaja se da je po Vinkler-ovoj Pretpostavci, propor-
clonalan ugibu plode

Zir)=cw (I.108)

gde je ¢ konstanta podloge koja zavisl od elasti¥nih osobina
podloge i koja ima dimenzije i:g/cm"’ ili t/ma. Slobodan ¢&lan
diferencijalne jednafine savijanja

Wwﬂﬂ Z(r)  plofe pri rotaciono simetridnom op-

[ - teretenju moZs se prema tome napi-
f sati u obliku : —
! . ZF-F
odnoano @
E(r)=CHW ZeZL=cw
31. 32.

pa diferencijalna jednadina plode dobija sledeéi oblik :
dh 2w _tok, 1w, cw_ Z
TA TP IR T g, TR TR
Ova diferencijslna jednadina napisana preko kona&nih
razlika za avaku tedku m polupreinika plo&e izdeljenog na #f
Jdednakih intervela glasi :

i 4
T Pinpe ™ Wiy # 61, i 28 2 ) S (Wopp = EWs

! ¢
F P Wy Wpg ) — o (W —2B # Wy ) #
/ ¢ Zp
Fommg (W Wy )+ o Wy = =
23,:,3 ( may .7) A K (1,109)

*) Bgzaktno analitiZko redenje datc Je preko Begelovih funkei-
“g
Jja-
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Ako woli¥inu = obelefimo sa J?,, i jedna¥inu aredimo
po padajuéim indeksima uz # , dobijamo :

Pl

(4R ) Wiz ~[2(27R) + é—L (2-Ae ,_)/"n;,,, +

+[6+ 2t & 5 Wy —[.}(24,,)+ (2o Y Wy *

By 5%
# (-l ) Winp = vy (3.1202

pa sile u preseku M., #f, 1 /. wmogu na osnovu ranije izvede-
nih izraza da se napisu :

rw' /c-:fr'-? rc?—./_'"— “flm!(/"yjm —ZWn +WD~’”" 2]

My = k’[pa—fvdfr =—5§ n'w(ﬂs‘—';ﬂ'-)—Zywﬂfn’H(V——’;ﬂ_)]

7 ==K ars T PG

e P Wy (-2 )~
*”‘_,(Zf?@.*-?:) _”o;r—.z]
Sistem jedna¥ina sa zadabtim granilnim uslovima koje
treba prikaszati putem konanih razlika daje dovoljan broj jed-

natina za odredjivanje nepoznatih pomeranja w u izabranim tad-
kama plode.

(I.111)

7.2.1. Brojnd primer

Kao brojni primer srafunaéemo temeljou plodu jednog stu-
ba. U primeru je zastupljena potpuna rotaciona simetrija.
P=[50r Poluprednik plofe delimo na
—— sedam jednakih intervela po
0,20 m.
ElastiZne karakteristile plo-
Se 1 podloge sut
51 Poisson-ov broj V=¥ 5'1
Moduo elastiZnosti plode
E=2ar107L]

A%OIIJJ'J‘S;'

e

81, 33-
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r
Erutost plofe na savijanje K= E(‘;%,T) = 3888./0% [tm]
Eoefioijent podloge e = 10 kg/cm’ odnosgme 10% [t/n3]

Opteredenje 2 Prenoesl ge saumo nma tri srednja intervala kao
Jednako podeljeno opteredenje intenziteta :

/50 z
P i = g = %90578 [ 5]

Granidni uslovi su za r=ca dati Po silama, odnoano po-
8to je u pitanju alobodan kraj moraju biti ispunjeni sledeéi
uslovi :

za r-=a - My =0
Ty =0

Kada ove uslove izrazimo putem konainih razlika prema
(I.111) imajuéi u vidu da je :

420 ; z
A= o = Q1286 AF = 0020408

™ L40
dobijamo :
16020 a76-0.20
Wy (14 g )~ 205+ w5 (1-S802) - 0

W, —(2-2-Q K286+ Q02041 )y - 4-0,/4286 ng +
+ (2+ 201286 +Q 0204105 — Wy = O

Ordinate Hy L1 #y Ppretstavijaju produfenje funkcije w
izvan intervala, a njihowa vrednost se odredjuje upravo iz o-
vih ‘jednadina :

LOII90 wy — 2Wy + O,46810m; = O

Wo ~ LT73489My ~ 57 WY Wy + 2, 20613 W, — Wy = O
odakle sledi :

W, = L376980w, — 976980

Wy = Iy — Hhg + 1

Usled simetrije ploZe i opteredenja u odnosu na aredinu,
Dagib tangente na elastifnu povréiou je u sredini plode jednak
nuli :

w -

—'ZS—“’ o odakle aledi W =,
iz istog razloga je: W, =w, ’
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Za r=¢ neki lamovi diferencijalne jednafine postaju
neodredjeni, pa me moZemo direktno ispisatil jedna¥ima (I.110)
za tadku O . Podto ugibl 1 ostals statidke weli¥ine imaju u
tadkl r=¢ konafne i odredjene vrednosti, moramo funkeiju
i njene izvode u okolini talke nula prikazati pomoéu Taylor-o=-

vog reda :
W‘Wm)*zf(a' / dp# *-
T d
3r7="dr sf(d )

d?
9’,%'((}/%,) __9/(d,~-v

(o"ﬁv ' dw o w
df“’ gris ' ar? \orv

Diferencijalna jednaZine plode ima prema tome sledeéd
oblik u talki =0 :

1 0%
?(dr“’) il 3,7(4_,-?;, rEwe) = £

odnogne :
M), ¢ _g
e [ —yo =
3 (O”'” * i) (z.112)

Putem konaZnih razlika, im:luéi u vidu da jeo #,=
i W,=#H;, , ova diferencijalna jednafina moZe da se ns,piéa u

aledeéen obliku
g[rp;-—%g +EH, — Yw, # xff_]f-‘?-cs"m = g‘s"'
[ &4 I3
[!64}?5“_7%—-qu, +jﬂé=£5¢

Pre nego 5to postavimo Jednadine za tatke od 0 do 7 amra-
Sunatemo koeficijente u jednadinama (I.110).



Koeficijenti u jednafinama (I.110)

Amp| l=-hm| 1+ hm | 2«rm | 2+ Am 22n [ ]n-l [ ]!!1 6+2%%m

1 0 2 1 3 1 3:5 6,5 8,0
0,5000|0,5000 |1, 50000 1,50000( 2,50000 [0,25000 3, 312500 [5,187500| 6,5
0,3333|0,6667(1,33333|1,66667(2,33333(0,11111|3,462964 |4,759260 | b,220222 |
0,3500|0,7500 |1,25000 |1,75000] 2,25000 |0,06250| 3,570313 |4, 554688 | 6, 125000
0,2000|0,8000 |1, 20000 | 1,80000 |2, 20000 [0,04000] 3, 644000 |4, 436000 s,oaoui
0,1667 0,8333(1,16667(1,83333(2,16667 [0,02778(3,696759 |4, 358797 |6,055556
b,iezé[o,asn 1,1426861,65714(2,14266 [0,02041|3,736152 |4, 04664 | 6, 040820

-

-.lJmma-unl—‘ -]

cs¥ who2¥ /6

£S5’ MG _ 1 107Y= pooour?
% " Gega 0" ~gemm 10 = G000

Slobodni ¢lan diferencijalne jednadine (I.110) glasi
r
/‘_"i , Bde je @
X __P 150
e = rag = 0.30%T
¥ £.qz0Y -
L ST, 530576550207 |, 0 300.107F
K 3,888-r0% 238
Posto smo sradunali koeficijente uz nepoznate, mo¥emo
ispisati sistem jednadina (I.110).

= 530,51655 [ mi, 7

W e | g Gty by &5 “ws ] st 2;:]
4
16,000412 [-21,333333] 5,333333 B
-3,500000 [ 8,000412]-6,500000| 2,000000] | -1
9,500000 | =3,312500] §,500412[-5,187500| 1,500000] ; [
0,6666671-1,462964 | 6,222634 |-4,759260! 1,333333 ] 0
| 0750000 |~3,570313| 6,125412[~4,554683 | 1,250000 Lo
8]
]
0

0,800000 -3, 644000 §'080412! 4,436000] 1,200000]
0,833333|-3,696759 | 4,516741]-2,052903]
2,000000 |-4,104162| 2,104578]

[eld AW HJ o




ReBenjem ovog slstema Jednaiina dobijamo

TAlK 0

1

2

3

4

5 6 7

k |10“m| 0, 2607522| 0,2596410

0,2566963| 0,2530534

0,2491784| 0,2453118| 0,2415645| 0, 2379557

o| & |26,07522 |25, 96410

25,66953 | 25,3054

24,91784 |24,53118 | 24,15645 |23,79557 -

Pri demu jei [l = CWn
za Wy 1 W, dobijamo :
Wy = 02344318 7

Sile u pregeku
Prema jednadinama (I 111) imamo ¢

o )~ 2y (15 ) ]

Mr_m = “Sz[‘“m-f(f

W, = 0, 2808767

gde aek- ’0 D a Q
3888-10 s O .
= = 2" = el
gi= gpn 92N [ 5 Z 0,016
2 ¥5 3 5 .
3 R R I Y s T B |1 B v 2]
1| 0,2596410 | 0,20 | 0,083333 | 1,083333 |0,916667 | 21,1068
2 | 0,2566963 LR 40 0,041667 | 1,041667 | 0,958333 9,4547
| 3] 9,2530534 0,60 | 0,027778 | 1,027778 [0,972222 4,2860
4 | 0,249178% 0,80 [ 0,020833 | 1,020833 |0,979167 1,4858
| 5 | 0,2453118 | 1,00 |[0,016667 | 1,016667 |0,983333 0,0741
6 | 0,2415645 1,20 | 0,013889 | 1,013889 |0,986111 | -0,3531
7 | 0,2379557 1,40 | 0,011905 | 1,011905 |0,988095 0

Kako za taéku r=0 1mamc prem (I.112) da je :

[ / l/dr/p*[d

izraz za #. v talki =0 moiemo da napiSemo u obliku :

- —krr0)(2)

Kl[ ar=

1% dn/
r'dr

8to izrafeno putem konafnih razlika dobija sledeél oblik :
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Moo= —R(1+2) 5 (W) -

3 L 4
_2(r+q ;62‘6‘;) 386870 ¢4 2607522 ~ Q.2596%10) /0 %=
= 75,202/ m/m

Homenat J/ﬂm izraZfen putem konafnih razlika, prema jed-
nainama (I.111) glasi :

My = =5 Mooy (V4 5 ) - 20 04 (0= 320, ]

S
a | 900 N Tﬁ; P+ zsr,, 7= 2 | ¥a [L:'_]_
1 | 0,2596410 | 0,20 |o0,500 0,66667 | -0,33333 | 22,6563
2 | o,2566963 | 0,40 [0,250 0,41667 | =0,08333 | 17,1140
0,2530534 | 0,60 | 0,166 0,33333 0 12,5553
¥ [ 0,2491784 | 0,80 |0,125 0,2916T | 0,04167 | 9,3681
5 |0,2453118 | 1,00 |0,100 0,26667 | 0,06667 | 7,1841
& | 0,2415645 | 1,20 |0,083 0,25000 | 0,08333 | 5,7338
7 |0,2379557 | 1,40 0.07'1"4'5']' 0,23810 | 0 09524 | 4,7920

Koristeél izraz My, 7/(’[,—.’.'(‘1—51?7& P;,‘—'-:/_Zz_ﬁ(},cp)gg’)'

vidimo da Je on brojno jednak momentu M., = 25, 2077 g’m/‘m‘
I na kraju transverzalna sila 7,',,; izraZena putem ko-

0

nadnih razliks jednaZine (I.111) glasl :

Z,‘-m = '-.?Ks_—"/;ymf: ~Hss (2-2n+4,)- YAty +
S Wy p (2124 +in ) — Wm-z]

An #“m A‘n | 2-20meam | 2e20m A Trom [1
1,00000 | 4,00000 | 1,00000 | 1,00000 5,00000 46,4859
0,50000 | 2,00000 | 0,25000 | 1,25000 3, 25000 61,9650
0,33333 | 1,23333 | 0,11111 | 1,44444 2,77718 33,7710
0,25000 | 1,00000 | 0,06250 | 1,56250 2,5625%0 20,3877
0,20000 | 0 BOOOO | 0,04000 | 1,64000 2,44000 11,7126
0,16667 | 0,66667 | 0,02778 | 1,69444 2,36111 5,2488
0,14286 | 0,57144 0 1,73469 2,30613 0

-q[mm-p-um!n- "
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gde Jjeo : ¥
K _ 286610 5688 5

753" p.g7® T U
Zbog simetrije plofe i opterefenja transverzalna sila
u tadsi =0 jednska je nuli:

7.,=0

o

2 43-10°

Ugibi ploZe 1 sile u presecima prikazanl s na sl. 34.

e / 2 3 ¥ g 6. 7

9 5 8 8
EEEREREE B
T,

036010
. ® RN
§ 2 V%74
i3 g= rri7
e m

28 zZoz/
\ 226563 |
7700

81. 4.
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7.3.

ReSavanje pravougapne plode metodom
kopafnih razlika

Na srednjoj ravni pravougaone plode usvejidemo ortogo-
nalpu mreZu koju sadinjavdju dva sistema ekvidistantnih pravih
linija paralelnih koordipatnim osema ¢ i ¥ (sl. 35).

¥
i
) .
LI| 8] L EI
-t &l x| a] H
i/ & e x 3
4
ey
L, fa-nse |
51. 35

1 sliZno tome :

(5] =

Parcijaloe izvode elastiéne
povrBine W(xg/ Cemo izrazi-
ti pa slifan nadin kao i u
sludaju funkeije jedne pro-
menl jive.

Kroz proizvaljou tadku

ortogonalne mrefe povuéide-

w0 presek paralelan saxZ rav-
ni. Tangens ugla nagiba tangen—
te na krivu preseka u taékiK
pretetavljate valiéinu( ) .
Koristet¢li se lzrazem (I. 104)
1 Ba oznakama na gl,35 bide:

/ Wy = Ws

.?6‘,.

We -y

Druge parcijalne izvode po = , odnosno & » mofemo is—
to tako kao 1 ranije, da 2hvatimo kao promenu prvog izvoda po
jedinici duﬁina. Slidno izrazu (I.105) bide :

I
()

ax'}

&)
MeSovitl 1zvod (
Po ¢ izraza aé--

n

~ Wwf—a?’r(fwrz
-~ F3

ut — i K
——.__T_._

}A:’ temo prikazatl kao prvi izvod

’ odnoano 1
5W :
(3&-'):" JE)ta Bf, — Wy » By

28y
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Ha slidan nadin mofemo da izraezimo i ostale vide izvode
koji éa nam biti kasnije potrebni :

( ) Wiy = Wops # EWeeey — Wiar

s
( /) Ww =2 + W = 4
27
('6';{/ () ro Moz = Y borr # S = YWy # Wieer
= =
g'n_z) . M= Wy =Yy # 1y
= i’

() _,[( A () ] =

o T = (Wt # Wt Waeys + Whr )4 Wy # Wy # ¥y #8y )
S5 _3,-‘

( Z)-65) 7~

HWipy =207 + Wy —Wup "‘-’"5""1‘1
ZsEs,
( ) Wipg =EWacsy # Weay — Wy + 2 Wiy —Wiy
z
ox 2_&_%
Diferencijalnu jednadinu plode AAW= £ woiemo da za-
menimo linearnim jedna&inama sa nepoznatim vrednostima funkei-

je w u &vorovimn mrefe. Koristeéi izvedene izraze za parcijal-
ne izvode u izabranoj tadki & dooijamo jedmadinu :

@/3(“'1‘0;5)*‘5_’/-%’*“9/%':* :—1)"'(’* t)f”f“"’)]“
P2yt Wy # Wy 4 W) # O Wy 4 W g )+

/ o tsY
bt nemy) < & E3
o (M > & 3153
tde Jje:

Pl
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Ng sl. 36 Je data pregledna Sema koeficijemata koji do-
laze uz nepoznate welidine ugiba y , kada se jednadina postav-
1ja za talku koja se nalazi u cenbru Seme.

Ako je g = -5 dobilemo :
20, -8, + W, +Wyr i)
F 2 (Wt Wyt W Wy ) S
F(Rig + Wt Wesg + 1, ) =

-g;%’

(I.114)
pa Je Bema za postavljanje
Jednadine data na sl. 37.

Diferencijalnu Jednadinu
plode :

* s ) 3 sow Wy Z
d‘;.(” )’@}i(— —)"?

._'4@2 a.z"*r?j‘
51, 36.
mofemo da razlofimo, kako smo to veé pokazali u izrazima (I.27)
ne dve harmonijske jednaéine : Iy AW

R 7

o oW _ M

ax* "’ T K
ori Zemu je M= (”:r"’%f) ﬁ*ld
Ovoe razlaganje je prakticno
kod slobodno oslonjene plode
obzirom na konturne uslove.
Te jednadine mogu lako da se
napidu u diferencnom oblaku:

Z(f*‘”v’”; -CE'(‘A/‘_,” *MA'J)_
Uy et) = Zo's

51. 37.

Me e e
2(trac It -y # ¥, ) > (W W) = 5 &

(1.115)
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Sera koeficijenata uz mepoznate Je data na sl. 38,

Sile u preseku za dvorove mreie
putem metode konanih razlika su date
slededéim :I.zmr-ima H

M. .{’(a;.,w )

=é[u’ t W~ Wy *

(<04

*;: (’““f*""fr-%)_/

aﬂ" al’ ’E‘é‘g’/:"f"znf"uf*

el e #eer )/
” 'A’("”){ ) «&g“ (’ ;J)( W, - :'-f)

Mo ==K @-,

M, = ;(’(a:, E;:‘y Yoy 1E(11 0" R~ Wty -1 ]
ZI’-,A: Zs. (’Vﬂt 4’-—;)' —1[” * (Wey+hi,) -
—(w, or ”fat) .r.-z‘-"-z (V4o Wy — 14 x—r)]

7_{-4\‘ (” M) _?_;lx [W"(n.r""“{'-;}"(”fd.r*”;-/)—
I,116
- xg, # 2(tea?) (g~ w;) [ %.215)

T Oar- 252) o L [yt ) + L W M 3]
ZS%[ # Wy Wiy ) 2(( 2t #1) #
O Wy Wy~ Winy) = sz |
T (5~ 922) = g (M-t )+ =My Moy )] -
- _‘5{ (- ) [2 420 (2-0 )]+ o (2-1)(W,,, # 17, —
Wiy ~Wpy )~ Wi |
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Prilikom ispisivanja jednadina za &vorove mreZe koji se
nalaze na konturi ili neposredno de konture, kao nepoznate ve-
1idine ée se pojaviti i pomeranja tafaka izvan plode. U zavis-—
nosti od konturnih uslova zamidljamo oblik produZene elastidne
povriine plode izvan njenih kontura. Tako pomeranja potrebnih
tataka 1izvan konture dobijamo u funkciji pomeranja tadaka u-
nutar konture plofe. U ovu svrhu uobilajene konturme uslove

treba pretstaviti u obliku
Y ol L s konaZnih razlika. Ove uslo-

o4 V4 ve demo prikazati na iviel
P K
7 Y= const.
» ‘ Za ukljestenu ivicu (sl.
5] r_/ W(.f ;! ( 59)
konturni uslovi su :
L = gj’ L T P
Y 25y (1.117)
81l. 29.. WoeO H, =W,
Za slobodno oslonjenu iviou (sl.40) uslovi su sledeéi:
\ | e ? Woge — EW + Wi
( o e - (3 Mxo
\J ¥
(I.118)
Wiear == Wa-r
Sl. 40.
Za slobodnu ivicu (sl.41) konturni uslovi su @
M=0 i T=0
9 » '__,Il'- Ovo te pnam prema izvedenim
&l el o | Iw; izrazima (I.116) dati line-
o | ﬁﬁ‘iﬂk | | w aroe jednadine iz kojih mo-—
-T T gu da se odrede vrednosti
&=t £} éol ¥ gvin nepoznatih izvan kon-
A W  ture :
-
B S
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%'2"" up + Pt~ m, Wy + 2, — H)

Wp= W+ /2% Zx’(z—»)ﬁ'n;-:q) #
2 “:(‘z_p)( ., # ”?” -_,) (I.119)

Naravno da se sli¥ni uslovi mogu da napibu i za tadke
k-2, K-/, krf, K22 ... .

Na slikama 39-41 prikazan je i nadin na kojli su elasti-
&ne povrdine produfene preke konture.

Reakeije oslonaca jednake su po veliZini zamenjujudoj
transverzalnoj sili. Ako uzmemo da se ta¥ka X nalazi na kon-
turi sa normalom u pravcu pozitivme ¢ —ose i da u njoj traZimo
vrednost reskcije oslonca, onda je izraz za reakciju oslonca
isti kao i za zamenjujuéu transverzalmu silu (I.116), samo Bto
ispred izraza treba da stoji suprotan znak.

Uzimajuél u obzir konturne uslove, za ukljedtenu ivicu
7= CONST. odnuano Y=+cons” dabijamo :

Aa:r = 2&3[ et~ Ware ]

".45{‘_2_‘5;3["3 -,/

U ovim izrazima se javljaju i ugibi tadaka izvan plode
Hjys s 0dnOSDO #He , koje mo¥emo da odredimo 1z jednadine plo-
e u diferencnom oblilku, postavljene za tadku & .

Wore = zi"‘(s“’ 8(/+ )Jﬁ{_, ( iy + Wy )~ Hhr

Zes’
K

W, = Yt Bl — Yo (W, 2, ) — W

Sa ovim dobijamo definitivne lzraze za vertikalne reak—
cije ukljesStene konture :

p
Az,x':E[a(/ 1)” W s 06"( t~/ & ?‘j

2ot (I.120a,b)
A = %, (81w -2y~ Yol 445, )+ 7;_?: 7

Slicnim postupkom moZemo da dobijemo i reakeije slobod-
no oslonjene konture, s tim $to je :
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Z 57
Wesr = — ey -;_.r
L4
Wy = L5
i

Sa ovim sled.i ¢ P
Sx
Ao [ S 4225 (17, )+ ST

(I.:Lala,b)
[4/(/,.2‘,(  por Dt/ — 20y = 2o Y2 Wy ¥, )+——‘5 ¥4

47*’ Zsy

Na kraju moZemo da rezimiramo put re3avanja plode meto-
dom komnadnih razlika. Za svaku tadku izabrane ortogonalne mre—
%e uputar kontura plode, koristeéi konturne uslove, moie da se
postavi linearna jednadina oblika (I.,113). Dobijeni sistem jed—
nadina je po pravilu nesimetridan u odnosu na svoju glavou di-
Jagonalu. ReSenjem jedna@ina dobijaju se vrednosti ugiba, a iz
njih preko izraza (I1.116) i swe sile u preseku.

Za plodu slobodne oslonjenu po konturi zgodnije je upo-
trebiti jednadine (I.115) jer se one brZe postavljaju i znatno
manji broj nepoznatih se pojavljuje u Jednoj Jednadini,pa shod-
no tome mogu i brie da se refe. U prvoj fazi rada odredjuju
se vrednosti # , pa se sa tim vrednostima ulazi u jednadinu
(I.115a) 1 konadno odredjuju ugibi.

Tatnost rezultata zavisi od gustine usvojene mreZe,pri-
rode optereépnja i graniénih uslova. Ukoliko mrefa sadrii vise
tadaeka i rezultati su tadniji. Tadnost rezultata zavisi isto
take 1 od uslova oslanjanja. Za istu gustinu mreZfe rezultati
su najbliZi tadnim kod slobodno oslonjene plole, a ukoliko b€
pojavljuju ukljedtene 1 slobodne ivice, rezultati su sve manje
teini. Isto tako i priroda optereéenja utife bitno na tHadnost
raienja. Naglo promemljivo opterefenje zahteva mreZu sa veéim
brojeu tafaka da bi #e dobili upotrebljivi rezultati.
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7.4. Primer proraduna pravougaone plode

metodom konadnih razlika

Zg primer proraduna pravougsone ploée uzeta je ploda na
egl. 42 opteredena datim trouglastim opteredenjem. I opterede-

hy

|
ﬂ’('x‘v 75
Ty (T = (2P 1T
——F—-(i——ll—-—.——
et i e i e
Al e 7 o ¢
AR IR VAR R

|
|
t

8 |7 |y £ |=

S|
3

e e | |18
z

2y’ g8 o’

T T

o

a=E6sp =42
51. 42.

>

nje i geometrijski uslovi su simetriéni u odnosu na & -osu,sto
u znatnej meri smanjuje broj nepoznatih. Ploda je od betona sa
konstantor: V=0

Uticaje ¢emo traZiti u ozna¥enim tatkama usvojene orto-
goname mreZe. Razliditih tadaka na samoj ploéi ima dvadeset i
pomoémih tadaka izvan konture plede jod osamnaest. Medjutim,
obzirom na konturne uslove broj nepoznatih se smanjuje na dva-
naest, od M do M . Na ukljeStenoj ivici x=+z-f—' konturni
uslovli nam daju :

%JHWW=VM=%=%=0
s

W =0 W =W ) W= | M=ty Ky=W,
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Na slobodno oslonjenoj iviei y:—?‘-s dobijamo :

Wy = Ma’“f's:%ti‘:a

Mo=—Wy i Wop=—Wy, Wo=-W, Wy=0
Pored Toga u uglu plode mora da bude :
(61# ) -0
B0y /rr
ito daje :
Koy = — M3

Na slobodnoj ivici konturni uslovi (I.}.l?) daju :

:p\"
3
1

]

Wo=ZWo Wy [ Wo=ZW, W [ Moy
W= W, + Y1+ 2 W, - y) + Boc g — i, )
Wy = W+ §(1#Z0%) (W~ W5 )+ Vo5 W, # WG ~ W~ iz )
Wog = W5+ 4 (1#200) Wip = 5 ) # Hoc (W - ;)

, 1z uslova (g—"z’:o dobijamo M4, =0 , a iz uslova
(12_”/_. =0 sladl Wi = Wiy .
oxodyi3

Za dati odnos =2
je prema sl. %6 :

=" [ Z5 BEema 2za postavljanje jednadina

Za istl odnos sradunate su i
vrednosti :
W = Wy + 1650y, — 15 )+

+ 1550 Wy — ;)

Wy = W5 + 155 (Wt ) +
* 625 (W, + Wy—ij, - Hyp )

Mg = W+ BT (Hy-1) +
*+ 625 (w; — ;)

Prema ovoj Semi, koristeéi
ispigane vrednosti za talke
izvadn konture plode, dobive-
ne su slededée jedma¥ine za odredjivanje ugiba i
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bBa nadjenim vrednostima ugiba, lako mogu da se odrede
vrednosti momenata savijanja i torzionih momenata preko izra-
za (I.116), vodeéi raduna da je V=0 . Na primer u tadki 5 te
vrednosti bi bile :

/ Ly
J{T‘, = {—.5:3#94.2‘4:39.9-2,045)5,- Le03 =

- i LA 204
Mys = (-3356+2 4,!33.9—3.9/3)52?2 =978 2%

/ Zmr
= [ T2y _kozg) L o _psy BT
/h_;&a_ (~L724 + 4833 + LEF1— 4 2)4";0%'25 g5 22

Reakcije oslonaca su rafunate za ukljeitenu ivicu pre-
ma obragcu (I.120a), koji za ®=/25 ima oblik :

’ — e — —_—
Ay =5/ BI2 Wey =2 W, ~266( W, + 7 J+ 2. [

Za slobodno oslonjenu ivicu reakcije su radunate prema
(I.121b) :

Ay = Q255 (/65 B -2 W ~625( K, + ., )+ 8,7656 2, ]

Tako na primer u tafkama 15, odnosno 19, reakcije oslo-
naca su

A = 3/ 18122046~ 24399 295 (L6414, 708) # 20 ] = 5 705 %

A = Q256165 3356 - 2. 4,399 - 6,25 (1,64 + 4023 )+ 47656 4 [ = 5,.3507”’:

U sledeéo] tabeli su date vrednosti momenata u pojedi-
oim Galkama, kao i vrednosti reakcija po konturi.
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Gredfka iznosi 9,93 %, 5to je ma usvojenu gustinu mreZe

sasvim zadovoljavajuée.
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Sl. 43.
4

B. UIICAJNE POVRSINE

Gest mludaj opteretenja plofa, narolito mostovakih, je
pokretno opterefenje samo na manjim delovima povrdine ploZe.Po
ngdim propisima sacbraéajno, pokretno opteretenje je opterete-
nje motornim vozilima, parnim valjkom 1 gusenidarom od 30 1
60 tona. Propisima je takodje regulisana Airina 1 duZina nale-
ganja tolka odnoeno gusenice. Treba odmsh da se naglasi da po-
vrdinu naleganja tereta treba redukoveti na arednju ravan plo-
e pod pretpostavkom da se sile u betouu prencse pod uglom od

45°,

Proraun ploZa napadoutih ovakvim delimiZnim opterede—
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njima bez upotrebe pomoénih tabela i dijagrama, pretstavlja
tezak i dugotrajan posao, tim vise 5to nije odmah moguée odre-
diti najnepovoljniji raspored sila po plodi, kao ni to koje
vozilo daje maksimalne uticaje.

Uvedjenjem uticajnih linija u statiku grednih, linij-
skih sistems omoguteno je brzo i pregledno sradunavanje Zelje—
nih uticajas. U novije vreme su i za plofe arafunate i publiko-
vane tazv. uticajpne povrdine za odredjivanje Zeljenih statidkih
uticaja usled pokretnih optereéenja.

Ove uticajne povraine sra®unate su za razne uticaje (u-
glavnom momente savijanja) i za pojedine karakteristilne tadke
pravougaonih plo&a, ploda u obliku trake 1 kruZfoih ploda =a
raznim konturnim uslovima. Razumljivo Je da je sradunavanje or-
dinata ovih uticajnih povrsina pretstavljalo veoma dug i napo-
ran rafunski posao.

Pojam uticajne povriine prikazademo na sludaju pravou-
gaone plode sa slobodno oslonjenim stranama (sl.44).

A&/ U poglavlju I.3. izvell smo lzraz
@ za ugib neke tafke sa koordinatama (x,y)
usled koncentrisane sile P koja delu-
(‘;—‘:F) je u taéki sa kourd.i.natam.a (u,v) :
Ty
Y _p - _— #P s = -!'JHT .
z
’ (=
! - )
S ke -sm7 ”’;xs/n'—?y (I.122)
Ako stavimo »=0 dobijamo sledeéi izraz za moment A
v
&W
(B 2L =, L sin 225y 01
: 27 e ¥ (1.123)

Kao #to smo waé maglagili v i v su xoordinate tafke
u kojoj napada eila, dok su = i g tekude koordinate tatke u
kojoj traZimo velidinu uticaja.

Treba medjutim primetiti da su izrazi za w i M. ,a te-
ko isto i izrazi za Jo.fy i MW simetri¥ni u odnosu na paramet-
re ¢ i v prema tekuéim koordinatama * 1 ¢ . Ako T iy za-
menimo sa ¢ i1 ¥ a ¢ 4 ¥ sa = 1 ¥ vrednost izraza se nede
promeniti. ’

Bmgtramo 11 parametre ¢ i ¥ koji odredjuju polofaj si-
le kao promenljive velidine a koordinate x 1 ¢ koje odredju-
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ju tadku u kojoj trafimo uticaj kao koordinate jedne unapred
odredjene tadke, jednaiine (1,122, 123) ¢e pretstavlijati iz-
Taze za uticajne povraine.

IdentiZnost uticajne povrSine za ugib tatke (my) 1 e—
lastiZne povriine za opteretenje silom P =1 u tadki (gy)
postoji shodno kaxwell-ovom stavu za proizvoljne grani&ne us-
love. Medjutim, 5to se tile momenata ova simetrija postoji sa-
mo .za slobodno oslonjenu plodu.

Na sl. 45 prikazana je pomoéu izohipsi utlcajna povrii-
na za momenat savijanja A% u sredini plode.

51. 45.

U tadki (x = y = 0) uticajna povriina, kako izlazi 1z
izraza (I.122) ima beskonadno veliku ordinatu. U neposrednoj
blizini toga mesta uticajna povrdina ima oblik veoma sufenog
levka, koji ima konalnu zapreminu i pored begkonaine visine.

Za sraunatu i nacrtamu uticajnu povrdinu putem izohip-
sa iznalafenje uticaja za odredjeno povriinsko optereéenje u
vidu ravnomernog optereéenja na ogranienoj povrsini (kako se
to najéesée i uzima) svodi se ma mnoZenje intenziteta datog op-
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tereéenja fb’ sa zapreminom ispod optereéenja do uticajne povr-
8ine (8l.45) @

vae  ved

Z-r [

gde je sa Z obeleien traZeni uticaj, a sa ¢ ordinata uticaj-
ne povrdine.

OpSirne 1 za razlidite grani¥ne uglove (uklje&tene,slo-
bodno oslonjene i slobodne ivice plode) kao i za razme odnose
duZina strana, sralunate i grafilki pretstavljene (putem izo-
hipsi) uticajne povriine dao jJe Pucher. Ove povrsine sradunute

su primenom takozvane singularne metode, u &ije se objasnje-—
nje neéemo ovde upudtati, i weoma su prikladne za proradun io-
stovskih plo&a.

Izuzev zone oko "suZenog levka" za praktifni proradun
moZemo pojedina¥no, po malej povrdini raspodeljeno, opterebe—
nje zameniti rezultantom i, radil debijanja traZenog uticaja,
ovu izmneZiti sa ordinatom uticajne povrsine ispod nje same.

Wa kraju treba napomenuti da, radl skraéenja efektivnog
raguna, postoje tabulisane vrednosti momenata za sredista plo-
&a od ravnomernog, centridnog optereéenja rasporedjenog samo u
uskoj zoni oko "suZenog levka". Korisdenjem ovih vrednmosti ot-
pada sradunavanje zapremine u zoni cko ovog "suZenog levka'.
Ove vrednosti prikazane su u tabelams 5.

B8.1. Brojni primer

Kao brojni primer sradunavanja uticaja upotrebom Pucher=
ovih uticajnih powrsina, odrediéemo momenat A7,. u sredini po-
lja jedne kvadratne slobodno oslonjene plode racpona [=&m7 .

Opteredenje plote je parnl va-

‘.(i”__,{ 1jak dimenziia prema sl. 46.

o Za upotrebu Pucher—ovih
N tabela potechos je prvo preve-
N gti sve dimenzije u razmeru du-
. Zine ivice plote.
Za debljinu plode d=om
Sl. 46. i asfalt debljine 5 cm dimenzi-

de dela srednje povriine ploe na koju se prenosi opteredenje
od prednjeg tolka su sledede
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u praveu kretanja valjka b= 30+2-20= 70 cm
upravno na pravac kretenja 4= 4O +Z2-20=180om
fto prevedeno u razmeru duZine plode iznoei :

5 amw b 48
/&=Z.=T=QM75 L7

= QZ25

Ragtolanje izmedju tolkowa valjka u razmeri dufine ivi-
ce plode iznosi :

4, = 22 = qurs
4=‘§4§=am

Intenzitet opterelenja od prednjeg tolka iznosi :

s 80 _ z
r &;);-}“ | [ ﬂ=ﬂ.7-»,’tf = 635 =
5
‘Q M l Ry Kao Bto je ranije redeno,
b Y R\ trafeni uticaj dobija se mno-

sa zgpreminom dela uticajne po-
vréine ispod povriéine nalega—
nja roga optereéenja.

_|" "‘@:f"—"}'_ *¥ ‘fenjem intenziteta optereéenja
[
I
|
_J

a0 Za opteretenjs koja se
Vz nalaze dovoljno daleko od me=
sta na kome ge traZi uticaj (u
ovome sludaju od aredine plo-
&e) dovoljno je tadno pomno#iti rezultantu opteredenja sa or-
dinatom uticajne povriine na tome mestu.

ml 4?'

Eso jedina tefkoda prema tome astaje u ovom sludaju od=-
redjivanje zapremine na delu gde uiicajna povrsina ims singu-
laritet.
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Ovu zapreminu sradunatemo numeridkom integracijom, od-
redivii prvo povrSine nekoliko preseka éiju gustinu biramo u

LAy )
VL R
EERIENUTL
4 '? E = 5 =‘_(._._.

THIRIN SR

17 R~
HIR NPl
IR N\ / !
Illl‘ -

R e

W

N

1.

48..

i

zavisnosti od tadnosti koju Zelimo da postignemo. U naSem pri-
meru (gl.48) zapremina je podeljena sa pet preseka.

1 u v v

0 PI5+-475 437514 ATS-IBTS, TS 437! 375104375
1 549780 37 412 437514073/ 14@s 4375- 417,500
2 37324750 3752487 P74 m 375:2:8,750
3 37547, M7 3732:8750| 437 5287 43754 7500
4 —~—~—_Jo1r:0 t é h2s0.1: Ty " 4375-2. 8750
5— ‘ bﬁﬁ? (200 311,200
6— 15002+ 3200
7— RS 100045 4000
[] J0450-1" 0430

7.
‘75.25
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Povréine popredénih prescka premi tome iznose @

r , #6125 = 0,/60
b= 7o
;4375 s 05325 S
=370 T?7 “wo 2179
£ 1/ 5&375"_/ 94225 | 4375 = 0,217
a=~3 " w0 TZ o 00
!t 508925 1 [8-38 L 4375 = 023
B =g t3" 5 1" fop 1233
!, 75785
<L .75 = 0253
k=gt 100

Pa je ukupna zapremina ispod optereéenog dela plofe (prema pra—
vilu Simpsona) :
! D//.?
8V = 9.7 [0160+ 4(1179+ 4239 )+ 29217 +4.253] -

- 8096

gde su: 8z - koeficijent kojim su izmnoZene sve ordinate
uticajoih povrSina
o125 ) )
T - medjusobno otstojanje preseka.
Ukupan momenat od valjka iznosi prema tome @
G058

T

../al V+ZP? £35.80%
= [S6+OM = [70tm
Po tabelama ing. Dj. Zlokoviéa momenat od prednjeg tod-
ka iznosi (vrednost je dobijena linearnom interpolacijom) 3
M, = 0202.80 = [ 67 tm

Otstupanje iznosi :

ALl L P YR S 4

167



Prilog A

8l

TABELE %A PRORACUN PRAVOUGAONIH PLOGA CPTERECENIH

PODELJENIM OPTRAECENIEM PO_CIIOJ POVRSINT

U prilogu A sredjene su u tabelama vrednosti za ugibe
i momente savijanja w polju i ukljeStenju za sludajeve optere-
¢enja ravoomerno podeljenim i trougaonim optereéenjem po celo]

povriini plocée.

U tabelama su koriséene sledeée oznake @

My, M,
%3
m:ys

momenti savijanja u praveima & 14 u sre-
dini ploée

momenti ukljeStenja u praveima & i ¢
momenat savijanja du# slobodne ivice

momenat ukljeiStenja u uglovima gde se spa-
jaju slobodna i ukljeitena ivica

maksimalni uglb ploce
ugib u sredini plode

ugib sredine slobodne ivice

- krutost ploée

moduo elasti&nosti
debljina plode

Poasonov moduo(u tabelama je uzeto ¥=0)

Brojevi 1, 2 i 3 u prvoj koloni tabela odnose se na Ze-

mu opteredenja.
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Prilog B

9l

PLOC: OPYIRECENS DELIMICNIM, CENTRIGNIM,

JEDNAKO PODLLJENIM OPTHERECHNT R

Ove tabele dobijenme su kombinovanjem tabela iz knjige
Z.Bittner: "Momententafeln und Einflussfl¥chen flir kreuzweise
Bewehrte Eisenbetonplatten" i iz publikacije Dj. Zlokoviéa: Mo-
menti za srediste elastiinih ploda od centrinog ravnomernc po-
deljenog optereéenja.

AT

Vrednosti za momente savi-
Janjaléi#u sredini pravouga-

-
l
|
|
|

Vi
N

? one ploée srafunate su u ovim
tabelama za slobodno oslonjenu

plodu za sve odnose & 2 dok su

za ostale uslove oslanjanja sra-

4 / &unati samo uticaji kada je :
= 03[,>7,>005(,

Ove tabele se mogu koristi-
ti uz Pucher-ve uticajne povrsii-
ne i samostalno. Kao i navedene
uticajne povrisine 1 ove vredno-

_{ sti sralunate su za Poasonov mo-

QY

L5
_f
|
|
I

b

dul w=2

se se primeniti

= Linearna interpolacija mo-
za nalaZenje svih vrednosti u domenu 1,'0)[1'»>47

”»
dok je za nalaZenje vrednosti unutar intervala 4/> E;qm‘
preporuéljiva interpeolacija po kvadratnoj paraboli.

Oznake su sledeée :

Mo, My -
[-tJ 4 =
4 -

pptd -

momenti savijanja u srediftu plode u praveu o
i ¢ osa.

duZina ivica ploée

dimenzije dela srednje povréine plofe na koju
6@ prenosi teret pod pretpostavicom da je ugao
brenosenja optereéenja kroz botonsku plodu i e-
ventualni asfaltnl zastor 45°

multiplikator kojim troba wneZiti svaku vred-
nost dobijenu iz tabela.

Iza ovih tabela priloZeno je uputstvo za srafunavanje mo-

menata od nekih

ekscentriénih jednako podeljenih optereéenja.
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Slobodne valonjene plola

Mz’ 7_'&.!‘;.

A

%

1,0

0,3

98

0,7 | 0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,05

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0368
0,0405
0,0439
0,0471
0,0500
0,0527
€,0549
0,0567
0,0581
0,0589
0,0591

0, 0407
0,0447
0,0485
0,0520
0,0554
0,0582
0,0608
0, 0628
0,0643
0, 0652
0,0655

0,0451
0, 0495
0,0536
0,0576
0,0614
0, 0646
0,0675
0,0697
0,072%
0,072%
0,0728

0,0500| 0, 0556
0,0549 |0,0611
0,0595 |0, 0664
0,0641(0,0715
0,0682|0,0762
0,0719 0, 0805
0,07530,0843
0,07790,0875
0,0799|0,0900
0,0811|0,0913
©,0814 |0,0913

0,0620
0,0683
0,0741
0, 0800
0,0854
0,0906
0,0952
0,0992
0,1023
0,1042
0,1047

0,0693
0,0764
0,0831
0,0897
0,0962
0,1C25
0,1083
0,1134
©,1178
0,1203
0,1211

0,077T
0,0855
0,0933
0,1011
0,1089
0,1166
0,1241
0,1312
0,1372
0,1415
0,1427

0,08Te
0,0859
0,1049
0,1141
0,1236
0,1334
0,1434
0,1536
0,1634
0,1713
0,1737

0,0978
0,1077
0,1181
0,1290
0,1407
0,1532
0,1671
0,1826
©,2001
0,2186
0,2260

0,1036
0,1142
0,1253
0,1372
0,1501
0,1644
0,1607
0,2000
90,2241
0,2556
0,2737
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[

%

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6 | 0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,05

1,1
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0406
0,0443
0,0478
0,0511
0,0542
0,0570
0,0596
00617
0,0635
0,0648
©,0656
0,0658

0,0449
0, 0489
0,0528
0,0564
0,0599
0,0630
0,0658
0, 0682
0,0702
©0,0716
0,0725
0,0728

0,0495
©,0540
©,0582
0,0623
0,0661
©, 0697
0,0728
0,0756
0,0778
0,0794
0,0805
0,0807

0,0546
0,0596
0,0643
0,0688
0,0732
0,071
0, 0808
0,0839
0, 0865
0, 0885
0,0896
0,0900

©,0604 |0, 0677
0,0658|0,0728
0,0711(0,0787
0,0762 |0, 0845
0,0811 |0, 0901
0,08570,0954
0,0899|0,1004
0,0936|0,1049
0,0967|0,1088
0,0991|9,1118
0,1005(0,1137
0,1009(0,1142

0,0738
0,0806
0,0873
0,098
0,1003
0,1066
0,1126
0,11B4
0,1234
0,1275
0,1302
0,1309

0, 0819
0,0894
0, 0969
0,1044
0,1120
0,1196
0,1272
0,1345
0,1415
©,1475
©,1517
0,1529

0,0908
0,099
0,1076
0,1163
0,1253
0,1346
0,1442
0,1544
0,1642
0,1739
0,1817
0,1841

0,1007
0,1100]
0,1196
€,1297
0,1403
0,1518
0,1642
0,1779
0,1932
0,2106
0,2291
0,2366

0,1060
0,1158
0,1261
0,1169
0,1486
0,161}
0,1754
0,1916
o,2107
0,2347
0,2662
©,2843

s

e /lx

%

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6 0,5

0,4

9,3

0,2

0,1

0,05

1,1
1,0
0,9
0,68
0,7
0,6
2,5
0.4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0326
0,0358
0,0394
0,0435
0,0482
0,0536
0,0599
0,0672
0,0755
0,0843
0,095%
0,1013

0,0358
0,0393
0,0432
0,0477
0,0529
©0,0590
0,0659
0,0739
0,0830
0,0935
0,105)
0,1117

0,0388
0,0426
0,0469
0,0518
0,0575
0,0640
0,0717
0, 0805
0, 0906
0,1022
0.1154
0,1226

0,0417
0,0457
0,0503
0,0556
0,0617
0,0689
0,0773
0,0870
0,0982
0,1112
0,1261
0,1343

0,0442)|0,0465
0,0485|0,0510
0,0535|0,0562
0,0591|0,0623
0, 0657 |0, 0694
©,0735|0,0777
0,0826 |0, 0876
0,0933)|0,0994
0,1059|0,1134
0,1205|0,1301
0,1375|0,1500
0,1470|0,1611

0,0485
0,0532
0,0586
0,0650
0,0725
©,0814
0,0921
0,1051
0,1208
0,1401
0,1637
0,773

0, 0500
0,0549
0,0605
0,0672
0,0751
0,0845
0,0960
0,1101
0,1277
00,1501
0,1790
0,1965

0,0511
0,0581
0,0620
0,0688
0,0770
0,0869
0,0990
0,1142
0,1337
0,1598
0,1964
0,2205

0,0516
0,0569
0,0628
0,0697
0,0782
0,0883
0,1009
0,1169
0,1380
0,1677
0,2150
0,2520

0,0520
0,0571
0,0630
0,0700
0,0785
0,0887
0,1014
0,1176
0,1391
0,1709
0,2229
0,2700




54

M

g w2 e

%

[~

1,0

C,9

0,8

0,7

0,6

045

0,4

T

0,2

0,1

0,0%

1,2
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
9,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0436
C.0507
0,0541
0,0572
0, 0602
0,0629
0, 0654
0,0675
0,0692
0,0704
0,0712
0,0714

0,0482
02,0559
0,0597
0,0632
0, 0665
0,0695
0,0722
0,0745
0,0764
0,0778
0,0787
0,0789

0,0530
0,0616
0,0657
0,0696
0,073}
0,0767
0,0797
0,0624
0,0845
0,0861
0,0871
0,0873

0,0583
0,0678
0,0723
0,0787
0,0608
0,0847
0, 0882
0,0912
0,0937
0,0956
0,0968
0,0871

0,0640
0,0745
0,0796
0,0845
0, 0892
0,0936
0, 0977
0,1013
0,1043
©,1067
0,1081
0,1084

0,0703
0,0820
0,0877
0,0932
0,0986
0,1038
0,1086
0,1130
0,1168
0,1198
0,1217
0,1221

0,0773
0,0902
0,0966
o,1029
0,1092
0,1154
0,1213
0,1268
0,1318
0,1358
0,138
0,1391

00850
0,0993
0,1CG5
u,1138
0,1212
0,1286
0,1360
0,1432
0,1500
0,1559
0,1601
0,1613

0,0934
0,109}
0,1175
0,1259
0,1347
0,1438
0,1532
0,1630
0,1729
0,1826
©,1908
0,137

0,1026
0,1202
0,1296
0,1394
0,1493
0,1611
0,1713
0,1863
0,2021
0,219¢
0,2379
0,2454

0,075
0,1261
0,1361
0,1467
0,1581
0,1706
0,1846
0,2006
0,2197
0,2435
0,2750
0,2931
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f{/?}

1,0

9,9

0,8

0,7

0,6

9,5

0,4

0,3

a,2

0,1

0,05

1,2
¥, 0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0286
0,0341
0,0376
0,0415
0,0461
0,0515
0,0578
0,0649
0,0732
0,0826
0,0932
0,0989

0,0314
0,0375
0,0412
0,0456
0,0506
0,0565
0,0635
0,0714
0,0805
0,0309
0,1027
0,1091

0,0341
0,0406
0,0447
0,0495
0,0550
0,0615
0,0691
0,0778
0,0879
0,0995
0,1126
0,1198

0,0365
0,0436
0,0480
0,0531
0,05491
0,0662
0,0745
0,0841
0,0952
0,1083
0,123
0,1313

0,0388
0 0463
0,0510
0,0565
0,0630
0,0706
0,0796
©,0903
0,1028
0,1174
0,1344
0,1438

0,0407
0, 0486
0,0535
0,0595
0, 0665
0,0747
0,0845
0,0962
0,1102
0,1269
0,1467
0,1578

0,0424
o, 0506
0,0559
0,0620
0,0695
0,0782
0, 0883
0,1017
0,1174
0,1367
0,1603
0,1739

0,0437
o,0522
0,0576
0,0641
0,0720
0,0813
0,0926
0,1067
0,1243
0,1467
0,1755
0,1930

0,0447
0,0534
0,0590
0, 0657
0,0737
0,0835
0,0956
0,1107
0,1302
0,1563
0,1929
0,2169

0,0453
0,0541
0,0598
0,0666
0,0749
©, 0843
0,0974
0,1133
0,1344
0,1641
Cy2113
0,2483

0,0455
0,0543
0, 0600
0,0668
0,0752
0,0853
0,0979
0,1140
0,1355
0,1564
0,2187
0,2664




M

b=134

95

Y%,

tar

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,05

1,3
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0459
0,0561
0,0593
0,062)
0, 0652
0,0678
0,0702
0,0722
0,0738
0,0750
0,0757
0,0759

0,0506
©0,0618
0, 0654
0, 0687
0,0M9
0,0748
0,0774
0,0796
0,085
0,0828
0,0836
0,0838

0,0556
0,0880
0,0720
0,0757
0,0792
0,0825
0,0854
0, 0880
0, 0900
0,0816
0,0925
©,0928

00,0609
0,0747
0,0790
0,0832
0,0872
0,0909
0,0942
0,0972
0, 0996
0,1005
0,1026
0,1029

0, 0667
0,0818
0, 0887
0,0014
0,0959
0,1002
0,1042
0,1077
0,1106
0,1128
0,1142
0,1146

0,0730
0, 0896
0,0951
0,1005
0,1057
0,1107
0,1154
0,1197
0,1234
0,1263
0,1281
0,1286

0,0797
0, 0982
0,1043
0,1105
0,1166
0,1225
0,1283
0,1337
0,1386
0,1425
0,1452
0,1459

0,087
0,1075%
0,1145
0,1216
0,1287
0,1360
0,1432
0,1503
0,1571
0,1629
0,1671
0,1683

0,0950
0,1177
0,1256
10,1339
0,1424
0,1513
0,1606
0,1703
0,1801
0,1897
0,1574
0,1338

0,1036
0,1287
0,1378
0,1474
0,1576
0,1687
0,1807
0,1942
0,209)
0,2266
0,2449
0,2524

0,1082
0,1347
0,1444
0,1548
0,1660
0,1783
©,1921
0,2080
0,2270
0,2507
0,2821
0, 3002

!.A"

1,0

0,9

0,8

0.7

0,6

05

0,4

0,3

0,2

0,1

9,05

0,7
0,6
0,5
0,4
03
0,2
0,1
0,05

0,0250
0,0323
0,0356
0,2395
0,0441
0,0495
0,0557
0, 0628
0,0721
C, 0805
0,0811
0,0968

0,0274
0,0354
0,0391
0,0434
0,0484
0,054
0,0612
0, 0651
0,0782
0, 0886
0,1004
0,1068

0,0297
0,0384
0,0424
0,0471
0,0526
0,0591
0, 0666
0,0753
0, 0854
0,0969
o,1101
0,1173

0,0318
0,0412
0,0455
0,0506
0,0565
0,0636
0,0718
0,0814
0,0926
0,1C56
0,1204
0,128¢

0,0337
0,0438
0,0484
0,0538
0,0602
0,0678
0,0768
0,0874
0,0999
0,1145
0,1316
0,1410

0,0354
0,0460
0,0508
0,0566,
0,0635
0,0717
0,0815
0,0932
0,1072
0,1239
0,1437
0,1548

0;0369
0,0479
0,0530
Q, 0591
0, 0664
0,0752
0,0858
0,0986
0,1243
0,1336
0,1571
0,1708

0,0380
0,0494
0,0547
0,0611
0,0688
0,0761
0,0894
G,1035
90,1210
0,434
0,1723
0,160

0,0388
0,0505
0,0560
0,0626
0, 0706
89,0803
0,0923
0,1074
0,12869
0,1530
0,1836

0,2136

0,0333
0,0512
0,0568
0,0635
0,0718
0,0817
0,0941
0,1100
0,1311
0,1607
©,2080
042450

0, 0395
0,0514
€, 0570
©,0637
0,078
©,0820
0,0946
0,1107
0,1322
0,1631
©0,2154
0,2630
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e /ln

1,0

a,8

0,7

0,6

0,5

0,4

9,3

0,2

01

0,05

0,7
0,6
0,5
0,4
03
0,2
0,1
0,05

0,0475
w0606
0,0636
0,0665
0,0693
0,0718
0,0740
0,0760
0,0775
0,0787
©,0794
09,0796

D,0574
0,0733
0,011
0,0807
0,0840
0,0872
0,0900
0,0925
0,0945
0,0960
0,0969
0,0971

0,0628
0,0803
©,0845
0,0885
0,0923
0,0959
©,0991
0,1020
0,1044
0,1062
0,073
0,1076

0,0685
+, 0878
0,0925
0,08970
0,013
0,1055
0,1093
0,1127
0,1156
Q,1177
0,1191
©,1195

0,074
0, 0960
0,1012
0,1064
0,1114
0,1163
0,1209
0,1251
0,1287
0,1315
0,1333
0,1338

0,0812
0,1048
0,1106
0,1165
0,1225
0,1283
0,1339
0,1392
0,1440
0,1479
0,1505
0,1512

0,0883
0,1143
0,1210
09,1279
0,1349
0,1420
0,1491
0,1560
0,1624
0,1685
0,1726
0,1738

©,0959
0,1246
0,1324
0,1408
0,1487
€,1574
0,1666
0,1761
0,1859
0,1954
0,2031
0,2055

0,1040
0,1358
0,1446
0,1540
0,1640
0,1749
0,1868
0,2002
0,2152
0,2324
0,2507
0,2581

©,1082
0,1419
0,1512
0,1613
0,1723
0,1845
0,1981
0,2140
0,2388
0, 2566
0,2879
0, 3060

Lefle

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,05

0,7
0,6
0,5
0,4
.3
0,2
0,1
0,05

0,0216
©,0305
0,0338
0,0371
0,0422
0,0476
0,0538
0,0609
0,0692
0,0786
©,0892
0,0950

0,0237
0,0334
0,0371
0,0414
0,0464
0,0523
0,0591
0, 0670
0,0762
0, 0866
0,0983
0,1047

0,0257
0,0363
0, 0402
0,0449
0,0504
0,0568
0,0643
0,0730
0,0832
0,0947
0,1079
0,1150

0,027
0,03€3
0,0431
0,0482
0,0542
0,0612
0,0694
0,0791
0,0902
06,1032
06,1180
0,1262

0,0292
0,0413
0,0458
0,0512
v, 0577
0,0653
0,0743
0,0849
0,0974
0,1120
0,1290
0,1184

0,0307
0,0434
0, 0482
0,0540
0,0609
0,0690
0,0788
0,0905
0,1045
0,1212
0,1410
0,152¢

0,0319
0,0452
0,0502
0,0563
0,0636
0,072
0,0830
0,0958
0,1115
0,1308
0,1544
0,1680

-, 4329
0,0466
0,0519
0,0582
0,0659
©,0752
0,0866
0,1006
0,1.82
~,1406
0,1634
0,1869

C,0316
0,0476
0,053
0,0596
0,0676
0,0774
a, 0894
0,1045
0,1240
0,1501
0,1866
c, 2107

0,0340
0,0483
0,0539
0,0606
0, 0687
0,0787
0,0911
0,1070
0,1281
0,1578
0,2051
0,2420

C,0341
0,0484
0,0541
0,0608
0,0650
0,0730
0,0916
0,1077
0,1292
0,1601
0,2124
c,2601
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r flu

1,0

0,3

0,8

0,7

0,6

0,5

0.4

0,1

0,2

0,1

0,05

1,5
1,0
0,9
0,8
0.7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0486
0,0642
0,0671
©,0699
0,0725
0,0749
0,0771
0,0790
0,0805
0,0816
©,0823
0,0825

0,0535
0,0707
0,0739
0,0770
0, 0600
0,0827
0,085
0,0871
0,0885
0,0901
0,03809
0,0911

0,0586
0,0777
0,0812
0,0846
0,0879
0,0%10
0,0938
0,0960
0,0980
0,0995
0,1004
0,1006

0,0640
0,0849
0,0889
0,0927
0,0965
0,1000
0,1031
0,1060
0,1082
0,1099
0,1110
0,1113

0,0636
0, 0927
©,0972
0,1016
0,1058
0,1098
0,1135
0,1169
0,1197
0,1218
0,1232
0,1235

0,0757
0,1011
0,1061
0,1111
0,116¢
0,1208
0,1253
0,1294
0,1329
0,1357
0,1375
0,1380

0,0821
0,1100
0,1158
0,1216
09,1273
©,1330
0,1385
0,1418
0,1486
0,1524
0,1549
0,1556

0,0888
0,1197
0,1263
0,1330
0,1398
0,1466
0,1538
0,1607
0,1673
0,1730

%.,1771
1,1783

0,0961
0,1302
0,1377
0,1455
0,1538
0,1624
0,1714
0,1808
0,1905
0,2000
0,2078
0,2102

0,2037
0,1414
0,1501
0,1593
0,1691
0,1799
0,1917
©,2050
0,2196
0,2370
©0,2555
0,2628

0,1077
0,1474
0,1566
0,1666
0,1774
0,1894
0,2030
0,2188
0,2374
0,2613
0,2926
0,3106

%

lu/le

1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

Q,3

0,2

0,1

0,05

1,5
1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,05

0,0187
c,0288
0,0321
0,0360
0,0406
04,0459
0,0521
0,0593
0,0676
0,0770
0,0876
0,0933

0,0205
0,0316
0,0352
0,0395
C,0446
©,0508
0,0572
0,0652
0,0744
0,0848
0,0965

0,1029

0,0222
©,0343
0,0382
0,0429
0,0484
0,0549
0,0624
0,0711
0,0812
0,0928
0,1059
0,1131

0,0238
0,0367
c, 0410
0, 0461
0,0520
0,0591
0,0673
0,0770
0,0882
0,1011
0,1160

0,1242

0, 0252
0,0390
0,046
0,0490
0,0554
0,0631
0,0721
0,0827
0,0952
0,1098
0,1268

0,1363

0,0265
0,0410
0,0458
6,516
0, 0565
0,0667
0,0765
0, 0882
0,1022
0,1189
0,1387

0,1439

©,0275
0,0427
0,0478
c,0539
0,0612
0, 0790
0,0806
0,0935
0,1092
0,1284
0,1520
0,1656

0,0284
0,0440
0,0493
0,0557
0,0634
0,0727
0,0841
0,0981
0,1157
0,1381
0,1670

0,1845

0,0290
0,0450
0,0505
0,0571
0,0651
0,0748
0,0868
0,1020
0,1215
00,1476
0,18£2

0,2082

0,0293
0,0457
0,0512
0,0579
0,0661
0,0761
0,0686
©,1045
0,125%5
0,1553
0,2024

0,2394

0,0294
0,0458
0,0514
0,0581
0,0664
0,C785
0, 0891
0,1052
0,1267
0,157s
0,2097
0,2576
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B.2) PloZa #ija je jedna ivica puno ukljeStena a osta-
le tri slobodno oslonjene

M
+, | |
L& ]

& lnf Loni

lar | 0,20| 0,20 0,10| 0,05
0,30 | 0,132 | 0,154 | 0,184 | 0,201
M. |0020] 04137 | 0,164 | C, 201 0,225
* lo,10|0,141 |0,172| 0,219 | 0,258
0,050,143 | 0,174 | 0,226 | 0,274
0,2 | 0,097 | 0,103 | 0,107 | 0,108
0,200,119 | 0,129 | 0,136 | 0,138
0,10 | 0,148 | 0,165 | 0,183 | 0,191
0,05| 0,165 | 0,189 | 0,220 | 0,238
0,30 | 0,121 | 0,144 | 0,173 | 0,190
0,200,127 [0,153 | 0,190 | 0,214
0,10 | 0,131 | 0,161 | 0,208 | 0,245
0,050,133 | 0,163 | 0,216 | 0,263
0,30 | 0,106 |0,112 | 0,116 | 0,117
0,20 [ 0,128 (0,137 | 0,145 | 0,147
0,10 | 0,156 | 0,174 | 0,192 | 0,199
0,05 | 0,174 | 0,198 | 0,229 | 0,247
0,%0 | 0,122 [0,144 0,173 0,191
0,20 |0,128 |0,154 [0,190 | 0,214
M, 0,10 [ 0,132 | 0,162 | 0,209 | 0,246
0,050,133 | 0,164 | 0,216 | 0,264
0,2 |0,128 [0,134 | 0,138 | 0,139
0,20 |0,1%1 0,160 | 0,163 0,170
0,10 | 0,179 |0,197 |0,215| 0,223
0,050,197 |0,221 |0,252| 0,270

% IMoment

X

=

1,0
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B.3) PloZa &1je su dve maspramne gtrane wkljeSters a
druge dve slobodno oslonjene

£

T

0,30 0,20 0,10 0,05
0,30 | 0,119 | 0,141 [ 0,17 | 0,188
0,20 | 0,124 | 0,151 | 0,187 | 0,211
0,10 | 0,128 | 0,158 | 0,205 | 0,243
0,050,129 | 0,160 | 0,213 | 0,261

0,3 | 0,083 | 0,088 | 0,092 | 0,093
0,20 | 0,104 | 0,113 | 5,121 (0,123
Mr 0,10 | 0,133 | 0,150 | 0,168 0,175
0,05]0,150 | 0,17 | 0,205 | 0,223

0,% | 0,115 | 0,137 | 0,186 | 0,183
M 0,200,120 | 0,146 | 0,183 | 0,207
* lo,10| 0,124 | 0,154 | 0,202 | 0,238
0,05 | 0,126 | 0,156 | 0,209 | 0,256

0,3 | 0,089 | 0,094 | 0,098 | 0,099
M 0,20 | 0,110 (0,119 | 0,127 | 0,130
¥ lo,10 (0,139 |0,15 |0,174 | 0,181
0,05 | 0,156 | 0,179 | 0,211 | 0,229

0,% | 0,120 | 0,142 | 0,172 | 0,189
0,20 | 0,126 |0,152 | 0,189 | 0,213
0,10 | 0,130 | 0,180 {0,207 | 0,244
0,65 | 0,131 |0,162 |0,214 | 0,252

1,0

X

0,30 0,111 |0,117 |0,121 |0,122
0,20 | 0,135 | 0,143 | 0,151 [©,153
0,10 | 0,162 |0,179 |0,198 | 0,205
0,050,179 0,203 |0,235 | 0,253

X




100

B.4) Plo&a ukljesStena sa sve Zetiri strane

(PP IITIIIPIIFIIITIIES

,
a

TIIPT 2T

24

7TTTT7

lioment

e

lo/lx

Q, 30

0,20

0,10

0,05

0,30
0,20
0,10
0,05

0,109
0,115
0,119
0,120

0,131
0,140
0,148
©,150

0,160
0;17?
0,195
0,203

0,177
0,201
0,232
0,250

0,30
0,20
0,10
0,05

0,089
0,110
0,139
0,156

0,094
0,120
0,156
0,180

0,098
0,127
0,17
0,211

0,100
0,120
0,181
0,229

1,0

N

0,30
0,20
0,10
0,05

0,093
0,114
0,143
0,160

0,099
0,14
0,160

0,103
0,132
0,178
0,215

0,104
0,13
0,186
0,233

0,184




Frimena tablica B.2, B.3 1 B.,4 z3 optereéenja
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DRUGI DEO

PLOCE NAPREGNUTE U SVOJOJ
RAVNI



1. OSNOVNE JEDNACINE PLOCE U DESCARTEOVIM KOORDINATAMA
1.1 Naponi i presedne sile. Uslovi ravnoteie.

Za plode optereéene zapreminskim ili povrdinskim silama rav-
nomerno rasporedjenim po debljini plofe i parslelnim sradnjoj
ravni, kaZemo da su napregnute u svojoJ ravni.

Ova vrsta naprezanja naziva se ravnim nzapr»esza-
njemn

Srednja ravan plode za ovu vrstu naprezanja ostaje rawna i
posle deformacije. Drugim redima, deformacija se odvija bez kri-
vljenja plode.

Ravno naprezanje karaskterifu, kao #to smo u prvom delu napo=-
menuli, u Descartes-ovom koordinatnom sistemu OXYZ preseéne si-
le Nx , Ny i Nzﬂ (sl.1).

-z

S obzirom da je, prema udinjenoj predpostavci, optereéenje
plode ravnomerno rasporedjenc po njenoj debljini, u teoriji plo=-
&a napregnutih u svojoj ravmni uzima se da su i naponi Gx .GH iqhq
ravnomerno rasporedjeni po debljini ploce.

Shodno ovoj predpostivei, presedéne sile date su izxrazima:

Ne=hBx ; Nay=hTay 5 Ny=hoy (1)

Isto tako predpostavlja se da su naponi 0z ,Tz:::ing u celoj
oblasti icentidki ravni nuli. Ovi naponi su,svekako, 8 obzirom
na to da osnove plode nisu optereéene, za z = = h/2 jednaki nu-
li. Kako jie debljina plode mala, mofe se sa razlogom smatrati



——

da ti naponi izmedju osnova mogu imati male vrednosti u pore=-
denju sa ostalim komponentalnim naponima i da se mogu zanema-
riti.

Zapreminsku silu'F_ ¢ije éemo komponente u praveu x i y
ose obelefiti sa X i Y, moZemo zameniti povriinskim optere-
éenjem ?? . Pri ndinjenoj predpostavei o rasporedu i praveu
zapreminskih sila, nalazimo:

F-hT

Komponente povriinskog optereéenja, koje deluju u sred-

njoj ravni plofe, u praveima X i Y ose, jednaki su:
%X-hX
T' h\f _— - —

Povriinsko optereéenje P.. sa komponentama P i Pny zame-

njuje se linijskim optereéenjem P (s1.2)

ﬁ;‘ h$;
Hm-hpm B ﬁ3=hﬁw

odnosno:

f
51.2
Vezu izmedju preselnih sila i povr3inskog optereéenja do-
bicemo iz uslova ravmoteZe sila koje napadaju elementarnu pri-
zmu isedenu iz plofe sa dve ravni paralelne sa %Z - ravni na
rastojanju dg i dve ravni paralelne sa Yz - ravni na ras-
tojanju dx (s1.3.)
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Na gtrani x = const delovade sile Nﬁg i Nrydy » & pe
nespremnoj strani Xi+dyx=const, sile koje ée se rszlikoveti

od prethodnih zs prireitsje 3N« Afxd\j odn. Ny cl'rA\j
/¥ e

Isto tako imatemo za Y = comst, sile Ngdx i Nwrd:, a
z8 3+dﬂ = const, sile:

(N'j + %dq)&x \ (N\gx + %\gﬁdﬂdx

Postavljejuéi uslov ds je zbir svih sila u praveu teZid—
ne ose perelelne x-osi jednsk nuli nalezimo, posle kraéenje

s8 d’xc&\j , dobijamo:

W ONay - 2
gm+g“+7\ 0 (2a)

Analogno ovome uslov ravnoteZe projekeija svih sila na pra-
vac paralelan y-osi daje:
Ny Ny X
n Tt =0

Izjednadujuéi zbir momenata svih sila oko z-ose dobijamo:

(2v)

Ny = Ny
Ustvari, s obzirom ds je MNyx.Wlyxi ﬁgﬁdﬁaﬁ , ovaj izraz Je
dobro poznat steav o konjugovanosti smiduéih napona.

Ostala dva nslova ravnoteZe: zbir momenata oko osovina pa-
ralelnih * iy -osi, identiéki su zadovoljena jer sile deluju
u srednjoj ravni plode.

Treba primetiti da su jcdnadine (2) ustveri Navier-ove jed-
nadine, samo sa drugim oznakama. Pod predpostavkom da je

‘t\jx-rt'l‘& oo 61 “0
mnofeéi Navier-ove jednadine sa h dobijamo jednalime (2).

I ovde, kso i kod ploZa napregnutih na savijanje, uslovi
ravnoteZe uz odgovarajuée konturne uslove nisu dovoljni za re-
Senje zadatka, Broj presednih sila veéi je za jedan od uslova
ravnoteZfe, Zadatak je, drugim redima, staticki neodredjen i za
njegovo refenje treba da razmotrimo i deformaeciju ploe.
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1.2 Deformacija plode. Veze izmedju gtatidlkih i

deformacijskih velidina.

Prema uéinjenim predpostavkama i napomenama, komponenta-
lne deformacije shodno Hooke-ovom zakonu date su izrazima:

Ex. LE (Bx -0 6‘.\)

(3)
Byt (Byv6n) BT X,
&z ---‘é—(ﬁ:‘\-@g) fzx - Tz -0 5
odnosno preko presednih sila:
Exa éh- (‘N'x-"N‘i)
(4)
E,lj-E'\—h(Nlj—\’N'x) rms %%ﬁN':q

6:--%’?(‘41*\4"])
5 druge strane, komponentalne deformacije moZemo izrazi-
ti preko pomeranja u,v,w u pravcima x,y i z ose:

o . e W (5)
Exm = 5 - W EZ-QT
‘f'xg- %: + 2,1—

Funkeije €x , &y i ¥xy nisu, kao 3to se vidi iz jednadi-
ne (5) potpuno nezavisne, veé moraju zsdovoljiti tzv. uslov o
poklapanju deformacija, Naime, diferencirajuéi prvu iz jedna-
¢ina (5) dva puta po y a drugu dva puta po x i sabirajuéi, na=
lazimo:
3u BN B o (6)
w0 oyt e
8 druge strane, diferencirajuéi jednadinu (5¢) po x i y
dobijamo:
U T 1 @
R T
S obzirom da su leve strane jednadina (6) i (7) jednake,
moraju biti i desne, pa dobijamo;
2 2 : I
Q& , B8 _ 3y ®
q'\f Qa’ Ny
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- 0d ukupno 8est uslovs o poklepenju deformscijs u opitem slu-—
&aju za sluésj r+vnog naprezenjs ostaje ssmo uslov (8).

Presefne sile plode moZemo, sliZno kao i kod plode napre-
goute na savijanje, izraziti preko pomeranja, resavajuéi jed-
nadine (4a,b,c) po presednim silama i unosedi za komponentalne
deformecije izreze (5s,b,c), pa nalazimo:

Ng-p( U o8¢
R egy) 9
N\j =D (@i +7 EU—)
Nm,-_nm)(—“ + 2
gde je sa D obelezeno:

1.3 D'ferencldalna Jednadina plofe. Naponska funkeija.

Jednadine (2) i (9) sa odgovarajuéim granifnim uslovima,

o Zemu ¢e kasnije biti refi, u potpunosti definiZu problem plo-
¢e napregnute u svojoj ravni. Ukupan broj nepoznatih prese&nih
sila i pomeranja je 5, a isto toliko imamo na raspolaganju dife-
rencijalnih jedna&ina.

Isto tako, i jednafine (2) u kombinaciji sa jednadinama
(48,b,c) 1 uslovom kompatibilnosti (8), imejudi u vidu odgove=~
rajuée uslove na konturi, potpuno definiu problem. U Sest Jed~
nafina figuriSe ukupno Sest nepoznatih veliZina Nx,MNy , Nuy, Ex,
E.xj x’llj .

Iz prvog sistema jednedina (jedn. 2 i 9) mofemo eliminisa-
ti statilke velidine unoseéi u izraze (2) njihove vrednosti iz
Jednadine (9).

Na ta) nacéin dobijamo:

2 (]
U (-9 2 () AN
ot T 2.2’5“'3‘54_ 22 0 (10)
) b, a9 gy 14 . S
2 x '355 bl D 0

9) aednacmamaﬁzlo) 1mamo samo geometrijske nepoznate i op-
ter-ienje. Ovaj postupak svod,enja problema na deformacijske ne-
poznate, sliéno kao u teoriji linijskih nosafa mofemo nazvati
METODOM DEFORMACIJE.
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5 druge strane iz sistema jednadina (2,4a,b,c,8) moZemo
lako eliminisati deformacijske veliéine. Izrazimo 1li u uslo-
vu kompatibilnosti komponentalne deformacije preko presedénih
sila (jedn.4a,b,c), dobiéemo, zajedno sa jednadinama (2) sis=
tem od tri diferencijalne jednaéine u kojima ée figurisati sa-
mo presefne sile:

we - ¥ mw m + % =10 (11)
ANy ANy =
= T T + Y 0 X
Q ?
P
e+ oyl -2

ReSenje zadatka preko jednadina (11) bilo bi, za razli-
ku od reSenja (10) u stvari METOD SILA.

Metod deformacije kod ploda napregnutih u svojoj ravni,
ze razliku od ploda napregnutih na savijanje, nije naao ve-
éu primenu u redavanju pojedinih problema. Razlog za to leii
prvenstveno u tome Sto metod sila, kao 5to éemo videti kasni-
je, sa matematilkog glediZta prufa veée moguénosti za prakti-
éno resSenje pojedinih zadataka. Ovo dolazi n#rocito onda do
izraZaja ako su granidéni uslovi dati po silama,

Priroda jednagina (11) je tekva da se one lako, uvodje-
njem takozvane naponske funkeije F  sa osobinem:

3F - — Nay (12)

%y
i pod predpostavkom da se komponente optereéenja h ,Y mogu

izraziti kao parcijalni izvodi neke funkcije potencijala U,
5to je redovno sludaj u nedim zaedscime, - mogu svesti ns je-
dnu parcijalnu diferencijalnu jednadinu Setvrtog reda., Stay-
ljajuéi, naime:

a0 . a0 (13)
X-— (a,‘,c 3 Y-’ q_‘ﬂ-

iz jednadine (1la,b) nalazimo:

2 cia -
(- 35 V) -0
3 i
2w -5 -U) -0
Ove jednaine biée zadovoljene ako stavimo:

Mo =T 40 Ny - 254U
x 2 s Y A?

(14)
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Funkcija | naziva se obidno A I R Y - jeva funkeija,
prema engleskom astronomu G.B.Airy-u koji ju je 1862.godi-
ne uveo.

UnoSenjem izraza (12) i (14) u jednadinu (llec) dobija-
mo konaéno:

£y ' du |, duy_ P
qu + Ialiggﬁ v TR ( )( lam’l (a\jﬂ ) = ﬁ L]
ili krate, beleZavajuéi sa:
o 2
i) L) (16)

T T g
AAF + (49 AU =0

Kao 3to vidimo, problem plode napregnute u svojoj ravmi
gvodi se na ciferencijalnu jednadinu istog oblika kao i pro-
blem plode napregnute na savijanje. Tefenjem diferencijalne
jednadine (16) uz odgovarajuée granicéne uslove dobijamo rede-
nje zadatka

U veé ni nadih primera ploda je optereéena samo na kontu-
ri take da su sile X i Y u celoj oblasti ravne nuli. Ako to
i nije slucaj, naprimer, pod uticajem optereéenja sopstvenom
teZinom, desto se takvo optereéenje zamenjuje statidki ekviva-
lentnim opt=reéenjem na konturi. Za sludaj da su sile X i Y
konstantne u celoj oblasti (ili jednake nuli), jednadina (16)
prelazi u biharmonijsku jednadinu:

AN =

Treba ~apaziti da u tom sludaju s obzirom da se u dife-
rencijalnoj jednadini ne pojavljuje Poisson-ov broj vV , re-
Senje zadetka ne zavisi od vrednosti elastidnih konstanti.
Za svaki idealno elastifni materijal dobija se isto reSenje.

an



l.4. Granidni uslovi

Graniéni uslovi duZ konture plode mogu biti sliéno kao
i kod ploda napregnutih ne savijanje, deti po silama, pome-

ranjima ili meSovito.
Razmotriéemo prvo graniéne us ove kad su oni dati po si-

lama.
Ne elementu ds konture 5

q@
Pads
Nedg cosd.

N d——*}\\ Preds
2y a5 oS i

Nxydseind

Ngda%ﬁi

8l. 4.
¢ija normala W zaklapa sz pozitivnim praveem x-ose ugao o B
deluje linijskn opteredenje veliline ?ﬁds (sl.4a). Komponente
ovog optereéenja u praveima x i y, prems ranije refenom, obe-
lefifemo s& Prxds, odnosno sa Pyds . Uslov ravnoteie spolj-
nih i unutradnjih sila koje napadaju elementarnu prizmu &ija
jedna strana sadr¥i elemenat konture do (sl.4b), daje:

Noc sl + No:g sind = Pasx (18a,b)
Noxy cosd + Ny sind. = finy

Jednafine (18) nisu nista drugo, nego, iz 9tpornosti ma-
terijala, dobro poznati povrdinski uslovi.

Za reSenje zadatka primenom Airy-eve funkcije potrebno
je i grani&ne uslove izraziti preko naponske funkcije.

Uno3enjem izraza za prese¥ne sile putem naponske funkei-

je imajuéi u vidu da je: (sl.4b)

__d_tj_ y =ing, ___d_':x:_
dobijamo: ds ds
n q
QF  dy 'ai_dm _¢gv_ dy (19
oo = "é‘j"‘-g-‘-w LL s(’a )+U ds

m
IF dy , dF de uézﬂd_ai U de
P @ Tt ds T ds dsi )+



ObeleZavajuéi sa:
p:f;- Pz — U g—;‘-,’
#
Pry— Py — U g% »

Integracijom jednadine (19) duZ konture podev od neke una-
pred usvojene talke O d.o proizvoljne tatke S nalazimo:

Spnar.ds - (&), (20)
- - jp..jds g (_r‘f_}

¥x /o
Konstante (q“ L i (—2%-)“ nemaju, s obzirom na jednadine (12)

i (14) nikskvog uticsjs ns nsprezsnje plode, ps moZemo u
deljem razmatrenju steviti ds su jedneke nuli.

Integrali Tx- Sp,,;dg i Tys Spﬂjdﬁ pred_.g;aavlja.ju ofigledno pro-
Jekeije rezultante nekog opterecenja Pn , sa projekcijama P
1 P:\-s ,koje smatramo da deluje na delu konture od O do s.

%a sludaj ds su povrdinske si’ N i Y ravne nuli ovi

izrezi predstavljsju projekeije rezultante stvernog optereée-
nje koge dejstvuje ne delu konture od O do s.

Sa ovim napomenama izraze (20) moZemo pisati u obliku:
~Ty (21)

B2F _ T
Y

Airy-evu funkeiju F naéi éemo iz njenog totalnog diferen-

cijala:
df - Fde 4 2 4
F Q9x * Y 3-
Imajuéi u vidu izraze (21),integraledi dui konture nalazi-

F - S(Tx&\i"Tﬁdﬁ:) .

Parcijalnom integracijom dobijamo:

F - [Ty —Tng j(ngx-—ech\j)

Odnosno, s obzirom na :]ednaé:l.ne (20):

mo:

F- js( %- %) payde §(‘~k-‘3) P=ds (22)
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Izraz (22) nije oclgledno nista drugo nego celokupni mo-
menat [¥] topteredenja” P“ na delu konture od O do 8, a u od-

nosu na tadku s.

F-™ (23)

7Za sludaj odsustva povr3inskih sila vrednost ™M pred-
stavlja velidinu statilkog momenta stvarnog copterecenja na po-
smatranom delu konture u odnosu na taiku s.

Za odredjivanje vredmosti [ , X 1 ,%5 moZemo ko~
risno upotrebiti model linijskog nosafa €ija se osovina pokla-
pa sa konturom i koji je optereéen datim opterecenjem Rif ’

U jednom proizvoljno usvojenom preseku modela-nosalz smatramo
da su sve preselne sile ravne nuli. Tada u proizvoljnom prese-
ku takvog nosads momenat savijanja M i projekeije Tx i Iy
rezultante unutradnjih sila u praveu x 1 y ose daju vrednost
funkcije F i njenih izvoda %Fc i3t

Treba istaéi da ove vrednosti koje se sradunavaju na osno-
vu datog opteredenja nisu medjusobno nezav1sne i da postoje u
stwari samo dva nezavisna konturna uslova irazena preko funkeci-
je F .

Predpostavimo da nam je na konturi zadata funkeija F(s) i
njen izvod po normali 2L . Tada je poznato.i 3L ; pa na osno
vu jednadina: n i

QF _Fdr | 9F dy
M fxdn Y dn
9F _ QF gz , QF Jy
7  Sxds ' @y ds
moZemo nafi i izvode:

oF ; HF

/% )

Prema tome, konturne uslove za reSenje diferencijalne jed-
nafine (16) moZemo zadati preko funkecije F i izvods po normali
2L 113 preko parcijalnih izvoda %% i %%

Ovi uslovi i diferencijalna jednadina (16) potpuno defini-
%u problem plode optereéene povrdinskim opterefenjem i silama
po konturi.
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1.5 Pomeranje tadaka plode

Pomeranje tadaka plode moZemo, kao Sto smo pokazali u Ot-
pornosti materijala, naéi preko komponentalnih deformacija iz-
nalazeéi predhodno odgovarajuée parcijalne ‘izvode pomeranja.

Tako je na.primer' % y

; v N
S‘wdfl S%ud : V-Sz—HdIJrS-%—x-d‘j

Izvodi ré_‘.Li- Ex i’é_‘{_ &y dati su nam neposredno iz komponen-
talnih napona, dok izvode éﬂ i %’c morame naéi integra-
cijom iz njihovih parcijalnih izvoda.

Eori%éenjem ovih obrazaca moZemo naéi komponentalna pome=
ranja ako komponentalne deformacije izrazimo preko presednih
sila, & ove opet kao izvode Airy-eve funkcije.

S obzirom da se radi o svega dva komponentalna pomeranja
i da su ona funkcije dveju promenljivih (x,y) moZe se pokazati
praktidnim i sledeéi put za odredjivenje pomeranja:

Iz %-Ex i N €y imamo:

Y
hEu = §(Ne-oNg)ane + Py 5 REv= {(My-oNa) dy + Ve
Ovde nam se kao nepoznate funkcije javljaju dve
funkcije jedne promenljives Cb(‘ﬂ) i '\P(x).
Ako presedne sile izrazimo putem Airy-eve funkeije nala-—
zimo:

LEU Sfa'r' de-v 3L S +‘b(\5) 24/ WEV= 8’%0\3-‘9——+\\’(x) /a5/

Funkeije ¢(y) :I.\P(x) nisu medjusobno nezavisne, veé pove~
zane uslovom: 8451. 5 + '3_

L (B 2. Sy o G g 8 1
oF BF Jy 4 999, dYe RE s
Sfagbd’x .S g 751— Yok T Qfam'ag ad
Ako nam je funkcija F\'I..‘sj zadata, mofemo pomeranja W i V
svadunatl iz jedna¥ina ( 24) i ( 25). Punkeije Sy 1 W
odredjujemo iz granidnih uslova, imajuéi u vidu da one moraju
zadovoljiti uslov ( 26).
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2. ELEMENTARNT SLUCAJEVI PLOCA NAPREGNUTIH U SVOJOJ RAVNI_.

2.4) Eravougaona ploda opterefena ravnoteZnim sistemom si-
la du? konture, kako je to prikazano na sl. 5 .

Ofevidno je da su granini uslo-

= Fl =
N pE =p vi kod jedne ovakve plode:
P B Za x=G su Ne-p Naye 0
Za y-b su Ny=0 Noy= 0
—2 —2 % Naponska funkeija F-=CY¢  za-
H!HHHHEHIJ dovoljava date granidne uslove

kao i diferencijalnu jednaéinu
AAF - 0 , piferenciranjem
dobi;jamc presedne silel

i

x

LNTERIRTRRRER)
Bloi S T Nz= —*-20 Ny =2 ”"fhag

Iz graniénog uslova za konturu x = a , debijamo da je konsta-
nta C=1/2p, pa konadno Airy-jevu funkeiju mo¥emo napisati:

F-iy

ULITTLTET )
TTITTHTY

Za sludaj da i na konturama y = b imamo optereienje p,
Airy-jeva funkeija dobija sledeéi oblik:

F =g (aew

Ako na konturama y = b imamo optereéenje istog intenzite-
ta ali suprotnog predznaka (znadi pritisak) Airy-jeva funkci-
ja dobija ovaj oblik:

P 4
F = —\‘5 x

Razmotrimo sada sluéa,j kada na plodu deluju na ivicama
x = a dva jednaka momenta M koji se mogu pretstaviti putem op-
teredenja silama po zakonu

Py = —Q'ﬁ M | ‘% ‘)ﬂ
Granini uslovi su odevidno (81.6) o nr.___g
za X =tQ su Ny= -fy; Nay-0 4 o % c; |

za Lj -1b su N‘]- N‘-l-lj_ 0 Sl.
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Airy-jeva funkcije koja zadovoljava ove uslove i jed-
nadinu AAT-0 glasi:

™
Froggt

Diferenciranjem se dobijaju presedne sile:

2

N',[_-BF_-_Z)_M_H N‘j'

33'2 Qlo‘b
2.2 Konzolna plofa optereéene koncentrisanom silom
na kraju
{ Za plodu i optereéenje prema
o ]5 slici 7 pretpostavifemo Airy-
] P jevu funkeiju u obliku polino-
]
ma:
k] 2
e J F- c( -3 (y™ 2by?)
T
s1l, 7 Diferenciranjem dobijamo izra-

ze za presecne sile:
n
N3=%=D Nm__-et:g(lx) Nary. 2F .m:(xb)
Presetne sile sadovoljavaju sledeée granlEne uslove:

lj?*b Nsr N':;B-D

x> t N'x_ro

Sem toga je integral smiduéih sila po slobodnoj kontu-
ri napadnuto] Si%P“ P Jednak sili P.

j (P4=§) d@ - ?D
Iz ovog uslova i odrad.‘]u;iemo konstantu Cc,

S’bt(‘d L 6) 3y - br:(—-ba)l C-z%r

-b
Ovim smo ustvari pretpostavili da ja sila P rasporedjena po
konturi x = I po paraboli¥nom zakonu, kao i sile Nag -
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Ovako pretpostavljenom Airy-jevom funkcijom propisali
smo donekle, kac Sto &emo kasnije videti i grani&ne uslove
za ivicu x = 0, Naime pod uticajem smiduéih sila deformisdu
se preseci x = const, odnosnoc ne ostaju ravni kso Sto se to
pratpostavlja kod grednih nosala, tako da i presek x = 0 do-
bija neka pomeranja Sto u potpunosti ne odgovara uslovima to-
talnog ukljestenja pa je ovo resenje samo pribliZfno. MoZemo,
naime, zadovoljiti samo uslov da tafka 0(X%Y°) nema ni-
kakve pomeranje i da tadke sa koordinatema x-0 , Y-t % nema-
Ju pomeranje u pravcu x-ose.

Eomponentalna pomeranja sradunaéemo na osnovu izraza
(24 1 8%). Prvo moramo da sradunamo prve izvode funkecije P(x,¥)
pe onda zamenom u jednaedinu (24 § £F) dobijamo sledeée izraze
£a pomeranja:

go-clhabd) 3 ac(t-w)tg)

Ehu = BCy(fx-2) e3C(P-2by") + iy

Ehy = ¢ (-)(6-y) + Y@
Uslov koji deje zavisnost ismedju funkcije QW i Y(®) glasi:

2 d‘%ﬁ 2 ¢
6C({x-X o .2 d ¢ly)
(tx A GC(bq)_T
Podto je leva strana ove jednadine funkecija samo od x a desna
funkeija samo od y, jednakoet je odrZiiva samo ako su obe stra-
ne Jednake nekoj konstanti 10.

2 a7
A-oC(ta-5)+ 2

Ao--6e (- o) o+ G2



-15-

Integracijom gornjih izrasa dobijamo:
Y= Ayt Aex ; C(3la% s %)
¢ - Az - Aoy -2C(3by - y?)

Konstante A , A, ia, odrediéemo iz vec‘; navedenih grani¥nih
uslova:

za x = 0, y = 03 Ehu = 0, 35to daje (¢]g-u = 0, odnosno
by =0 "

za x = 0, y = 05 Ehv = 0, Bto daje (‘I’) --%clb
odnosno 4, = -vaUQ’

za X = 0, y = b; Ehu = 0, ito daje (&) b_vtah

odnosno A, =-2C (2 W) (3

Sa sradunatim vrednostima za konstante AL odredifemo sada
funkeiju:

y.c[-wBl-2(2m) b -alats <

pa je ugib u talki x = f |y = o

Ehy, - (”*’L.c - -c{ 20"+ (4 +5v)Un']

Y QEhb" — (a+ov) 52 —EFE
Dok je prvi &len ovog izraza nama poznati obrazac za ugid kon-
zole opteredene koncentrisanom silom ne kraju, drugi &lan ovog
izraza pretstavlja uticaj smiduéih sila na deformaciju. Odnos
ova dva &lana za V=0 je .Q,ﬁi . Za kratke elemente kod kojih
Je b/t = 1/2 uticaj smiduéih sila na deformeciju je
/z8 W)/ oko 50%, dok je kod konzola kod kojih je bt =1/
/opet za V=0 / ovaj uticaj avega 8%.
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3. ZIDNI NOSAC

3,1 . Periodidno opteredenje poluravni

Posmatraéemo plodu &ija je srednja ravan ogranilena pra-
vom 4=0 (sl.8 ), i koja se protefe u beskonainost u pod-
ruéju Y?0 . Ploda Je optereiena duf prave Y=0 ravnomernim
opterefenjem pP(¥ i oslonjena na jednakim otetojanjima 2a .
Oslonadke sile uzimamo kao ravnomerno optereéenje intenziteta:

P!--plc“‘—. y

(Nﬁ)gfn' p 5k p GT-C'

I lm_n‘llﬁjlntnifannt TAN
P Y l

cl
[ % L=00 Jf I
8l. 8
GraniZni uslovi za optereéenje prema skici glase:
Ym D3 Ny = p® : NI’.Ij-D
Opteretenje periode L =20 , dato izrazima.
- - Q'c - - kc_.
o ¢<x ¢ -(0-C) P - py P <
-(a-c)¢ x ¢ (a-¢) px) = P
@-c)<« x< o Px) mpPy = = P uT-c :

mofemo razvitli u Fourler-ov red i prikazati u obliku:

-2 G,t08dax S ;
pex) nZQ., T ol o n- 423 )
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gde je:
"
2pa €V i nlc
On=- 5 " M5

)

pa Jje traZeni uslov (qu],,- P tada:

(N-,L_n-zcucnsiua: © on=123....
n

S obzirom da je Ng- %":'r." , mora i seme Airy-eva funkcija bi-
ti sadinjena u obliku:

F=7 Yoot
Ovaj oblik reSenja imaliﬂ smo veé kod pravougaone plode napre-
gnute na savijanje to je bio oblik tzv. M.Levijevog refenja.
Unoseéi ovo refenje u diferencijelnu jednaéinu dobijamo, kae
i ranije, za svako N , posle skradivanja sa m-g— s obi&nu
homogenu diferencijalnu jednadinu IV reda.

¥ Be A
Yoo 28 iy o

ReSenje ove jednaline moZemo prikazati u obliku:

\ﬁ‘ -(Aﬂ i 2N E)n) + (Cn + -‘g—‘-'-Dn)ed"“ 27/

Kako ze Y-+ preseine sile ne mogu imsti beskonséne vrednosti,
5 obzirom da opteretenje na konturi y=0 pretstavlja jedno
ravnoteZno optereéenje, to &lanovi sa e™  u ovom redenju
moraju biti jednaki nuli, pa imemo:

Fo3 A ( A+ dybn) € oosh
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Za preseéne sile, dobijamo tada izraze:

[( A 2&\ +°£ij)n:|e ms.ln'::.

2

oL
Ny - L Z An+.lngbn)e Yensdnt

~dny
N'I‘J"r‘;ﬁj - ‘Z [(An - Bu) + ngbn] € "Sndk
Konstante A, , Dy odrediéemo iz graniZnin usloya na konturi
Y=0 :

(Ng)\_‘_u == A WS =~ Zom C0Sdn X

odnosno:
An- - Om

(N“!)g-u -0 Bn = Ao = — 0

Sa ovim vrednostima za integracione konstante dobijamo za
funkciju F izraz:

F--—Z On (1+dny) € " ogdns

i zatim i izreze za preseéne sile:

=
Ne— > an(1-dny) € “0sdna:
n

Ng —Z Cin (‘H'elnl]) éJn“C SdnX

~dn
Nay - Z ndnye Lindax
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Za Y=0 , normalna sila MNx jednaka je normalnoj sili Ny .
Dijagrami preseinih sila Nx , My i Nxy (odnosno napona Gw .Gb
Txg ako velidine sila podelimo sa debljinom plode h) dati su
na sl. 9.

L o

Ny) x.. il
(N'x)x-o. s1. 9 MNe)xa (Nug)x%
2.2 Naprezanje nosala zidova

Plode konadne visine u pravcu y-ose, oslonjene na ovaj
ili neki slilen naéin, nazivaju se u gradjevinskoj tehnici
%esto nosadi-zidovi, zidni nosadi ili platna. Naprezanje ova-
kvih konstrukeija, zbog velikog odnosa visine prema rasponu ,
razlikuje se bitno od naprezenja grednih nosada. Ako bi prema
primeru u prethodnoj tacki traZili naprezanje plo&e konaéne
visine u pravcu y-ose, dakle ustvari srednjeg polja jednog kon-
tinualnog platna velike visine, morali bi u reSenju za funkei-
ju F zadrZati i drugi deo sa € . Ne taj nedin imali bi na ra=-
spoleganju Jjo$ konstante Cn i Dn koje bi odredili na osnovu

graniénih uslova duZ gornje konture.
Ovekva reSenja 2za razlidite odnose wvisine plode (v.s1.10)
B prema rasponu L dala bi sledeée rezultate:
I-*| a) Za plode odnosa strana
& | | B/L >1 , dijagrem sile Nw
bio bi pribliZno isti kao
l za plodu beskonadne visine.
QEIIIJZEE[IIJJEEF b) Za plode odnosa strana B <045
! §1.10 dijagram gi1s Ny  sre-
dini raspona pribliZno se poklepa sa Navier-ovim dijagramom.
Nad osloncem zavisno od Sirine oslanjenja ovaj dijagram otstu-—
pa dosta od trougaonog dijagrama po Navier-u. Na sledecoj skici
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prikazani su oblici dijagrama Nz za BL-12,2/3:1 a
za Qc='fsl |
nad " )
osloncem polin }
..
IS
_4 rb
ES/' U POLIU NAD 0SLONCEM
L /B Nxfp |Navier | Y/g | Nxjfp |Navien
0 1.002 | 0240 © [-4.002 |-0.360
1 0375 (<0194 | 0o [ 025 | 03%e| O
i |-oo08p|-0240( 4 0.088| 0.360
0 1062 | 0540 0 |-4.062 [-0.810
?/3 ~0¥W| 0 0 |-0%% | o 0
1 |-o4m |-0540| 4 | 0498 | 0st0
0 1,280 | 0960 [b] -4.302 [-1.440
Vo [ome| o [ o [-o20] o | o
b -1.032 |-0.960 1 179 | 1.440
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Za odredjivanje armature kod armiranja betonskih nosa-

‘ ga potrebno je srafunati redukecioni momenat normalnih sila
| Nz u pojedinim presecime (tj. napedni momenat), velidinu i
polo¥aj rezultante sila Nx u zatefudem i pritiskajuéem de-
lu dijagrama.

Iz veliline rezultante u zateZuéem delu odredjuje se ar-
matura, a njen poloZa] odredjuje raspored te armature.

Na skier (1) prikazane su rezultante u delu zateZuéih
i pritiskajucih normalnih sila Nx . Za odnos BA=1; 2¢h-1s
date su ove validine u sredini raspona i nad osloncem.

oslonac polje
2 D
; W
d, B—h =
Z=D
51, 11
U SREDINi POLIA | NAD OSLONCEM |rnwulrirl.
™ 0040 0,060 P2
Z 0.086 0.462 PL
d 0.462 0.370 B
d. | 0060 0030 B
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3.5 Ploda oslonjena duZ krajnjih preseka

Kao primer razmatraéemo pravougaonu plodu optereéenu

duZ konture /81,12/ opterefenjem:
Y Sindax
a P(’x} = Pp 6\"\(:1“&
oln- M
t
]
x
s
81,12

Raspored reaktiynih sila duZ ivieca X<D i Ui't- nije unapred
propisan. Grani&ni uslovi su sledeéi:

x=0 , oc-[ Nee=0 128/

y=0 NH-—-D 729/
Nay=0

nb N - = (-’x)

y y=--P Jios

HmB- 0
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Airy-evu funkciju pretpostaviéemo u obliku F=Ya 5\“"[“&
Tzraz za funkeiju Yn (jednafina (27 )) trensformisademo za

reSenje ovog zadatka uvodjenjem hiperbolidkih funkcija, tako
da dobijamo:

F = 2 Anchuby g Brhidy + Co Sty + oDy chidvy) Sndvs
Dvostrukim diferenciranjem dobijaju se preseine sile:

Nag = [ ( B +2Big)chdy +olnyBn Shdny +
+(Co D) Sy + doy Ductdny] oindeix

Ny = -( An Chdsy vy By Shde 4 Co Sy +
+ any Do Chichly) SidnX:

Nay = ~[ (A +E)n)é-un‘5 “‘J‘“BE)nd]JnB ¥
+ (Cn +Dn) Chfl"\j +J“'5.an)\\ulh\j] C%Jn'&:

Izsbrenim redenjem zadovoljeni su grani¥ni uslovi (28 ).
Uslovi ( 29 ) daju:

Ah=0 i Dn=—Cn‘

Uslovi na gornjoj konturi daju sledeée:

P" = an E)“ vshclnb + Cn ( Shulnb - clnb C.\"c!nb)
0 = Bn (Shdo+ dolochdelo) - debo Caohdilo

pa dobijamo:

anS\'chnb . =D 5\’\4»5 +o(hbc\¥l'lb
Bo= Pr el a0 ¢ ~ P o - B
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Unoseéi vrednosti za konstante u izraze za preselne sile
dobijamo:

N 'Y\ n dUn :ln 6hc)~h -
- P | bshab(20y by Sy

- (Sl +bchdeb) (S + dog )] i

N olnb Sholhh(oing 5Mn Lj) Sholnb +elnby d’lolnb)

3 ﬂb-gnb [

( Shdnb ~<ny Ch Ang)] ainda

N“Cﬁ- —_ Ph m[o{nb Shn!n'b (5\10!\'\‘3 +°[h5 C\}J‘ﬂg} =
- sy Shidot (Shdeb +elnbChub) | cosdn®

Na sl, /13/ pretstavljeni su dijagraml napons ze odnose stra=
na E/‘o-'l i Ub-? ,h=t i P=1 . Veé za vrednost Ub-A otstu~-
panja od Navier-ovog dijagrama su oko 2%. Kako su kod greda ko-
Je nose na savijanje ovi odnosi obidno jos i znatno veéi moZe
se uzeti da je kod njih Navier-ov dijsgram potpuno tadan.

1161 274% 5 0
‘**_%g 1.000 t 043 | _+LD_D¥
'y (oA
(6‘.!:):. R © ( 13}
6]
\
=

o1 si. 13 l/o-2



-25-

4, NOBSACTI SA SIROKIM POJASEVIMA
Aktivna Sirina pojasa

Teorija savijanja grednih nosada, prema Bernoulijevo]
pretpostavei, daje po #irini preseka, tj. za tafke jednako
udaljene od neutralne ose, ravnomeran raspored normalnih na-
pona.

Za nosafe T, I, sandudastog (sl. 14 ) ili slidnog prese-
ka sa 3irokim pojasevima ovakav proradun nije opravdan. Stva-
ran raspored napona po Eirini pojasa, za koji se pretpostav-
1ja da je male debljine u odnosu na Zirinu, nije ravnomeran.

= g

Sl. I4

Pojasevi ovakvih nosaa ponadaju se u stvari kao plole
napregnute u svojoj ravni.

Kao primer nosada sa Sirokim pojasevima uzeéemo slobodno
oslonjen nosa¢ I preseka.

Izvriidemo dekompoziciju nosafa na 5 nezavisnih ploZa
(rebro i pojasne plofe) za koje, s obzirom na karakter opte-
reéenja (sl.15a) smatramo da su napregnute samo u svojoj re-—
wni.

. °

| m— Ny () =— ]

Y

———— U ———

s1. 15a



b/ T('-‘; e/
27T
xr al |0 === )*
se], Y ’u
— C —
x
R
Sl, 15 b, e

Na spoju rebra sa pojedinom pojssnom plodom naneéemo
kao nepoznate velidine sile smicanja T(x).

Du% sistema linije koja spaja pojasne plode (u gornjoj
ili donjoJ zonl) javide se u pojasevima i normalne sile N3 ’
koje s obzirom na simetriju nosaca i optereéenja stoje u rav-
note#i, i kao #to éemo kasnije videti, ne pojavljuju se ekspdi-
¢itno kao granini uslov za pojasne plode.

Sile T odredjuju se iz uslova jednakosti pomeranja u
praveu ose nosada za rebro i pojas duf linije kontakta
Ovaj uslov biée ispunjen ake su im jednake dilatacije, a mogu-
énost pomeranja pojasa ili rebra kao krutog tela ukljuéena
Imajuéi na umu duplu simetriju popredénog preseka i antimetri-
¢an karskter normalnih napona O - 1§-u odnosu na X osu, po-
menuti uslov moZe da se napife u obliku:

e (rebra) = 6’:: (ojasa) /31/
(y=h) (%eb)
Izdvojeno iz sistema rebro je optereéeno zadatim opterece~
njen q i nepoznatim silema 2T(x).
Za odredjivanje naprezanja usled osnovnog optereéenja g
moZemo se zadovoljiti pribliZnim reSenjem rebra kao grednog
nosa¥a slobodno oslonjenog na krajevima, pa dobijamo:

G0 Ny 23(1§)s
. 2
Ny - BaS .- M8y - 2 (1 K)o s
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L+
Radi daljnjeg raduna prikazaéemo izraz /32/ za Nx u obliku
Fourierovog reda:

M 2 ooty
Nx__?.qo,_ﬁz
n

Za Ex(q.h) dobijamo tada:

; 3 04 ag’ \
Engriy = NE«.SU.) = A \“T;t“ QN ) oS X nu:v:

Isto tako pretpostaviéemo da se nepoznate sile Tt:) mogu prika-
zati u obliku reda:

T _Z in hX
) “Tn‘éﬂga

Za opterefenje rebra silama QTlx)/sl_lg,c/ posmatratemo rebro kao

'ﬂU‘I

plodu napregnutu u svojoj ravni.
Za Airy-evu funkeciju usvojiéemo izraz:

F - ZYT\ WSdn X s lo- ‘2“;‘

Izraz za Yn(q) (vidi jednadinu ( 27) ) ispieaéemo uvodeéi hi-
perbolidke funkcije, pa dobijamo:

3 -Z[( An +on Bay ) chany + (Cn + daDay) 5h.ing] C0dn X

S obzirom na karakter opterefenja i jednaginm (12) izraz
za smiduéu silu ij /s1.15¢/ biéc parna funkcija od y. Da
bi ovaj uslov bio ispunjen moraju konstante An i Dn biti Jed~-
nake nuli, pa dobijamo:

F =% [ebBaychdny + Cahelny ] cosdex

Ovaj izraz zadovoljava na krajevima X=*0 uslov Ne=0 | gpi-
&uéi naponi na krajevima nosata %=:f@ Fine ravnoteZni sistem
gile i ne utidu na velidinu reakcije usled osmovnog optereéenja
CL(T.) .
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Za odredjivanje konstanti Brn i Cn stoje nam na raspo-
laganju granidni uslovi:

2
Y= +h Ng-%-ﬂ

2
N'Ilj.._ BF _ 0T
Y :

B3to za aveki &lan redas daje po dve jednadine:
Brdnhchdh + CaShdah = 0
Bn (dbh shanh + Chidah) + Gy Chabh - 2 I

ERE] B C.
' dah chdah Shdah 0
' dehshdh+chleh [ Chdah |20
pa dobijamo:

A= dohChiiah — duh Shnh - Chdoh Shdeh
- 5-( 2dsh = sh2dah)

- 4 hnh
Bn QLT‘T"' Sh0dnh-Ddah

Co—_ 4 T _clnhChdsh
T hodh -4

Fn d ﬁ!ﬁ-& %L'Qol“ [Shdnhalnlj(j'ling -

- olnh ChJ.nh Sho[n\j:l (05dn®C



i dalje:

E (&), - (), - (ﬁa -5 (%F)

W

S E[BE) Shdnh oo
b - 5 ) ZT" EYTRTR
Ukupna dilatacija rebra je:

l“l—h: 6'3._ 6:.'1" E;-

ReSenje za pojas moramo uzeti u obliku:

Fu Y [(A +daBoy)chdag + (Co + daDny,) Shdny, | COsdnT

Integracione konstante odredjuju se iz uslova:
8) za Y-0 ; Ny-0 5 Ney = 0

'
cdnosno:

") ¢
9F _¢g . QF _
B ~Y B x4y %4

pa dobijamo:

Ai=0 i Gy =D

b) za |:|1-b Jje prema uslovu zadatke

N‘.‘!lj - T('r.)
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Zbog simetrije nosafa i optereéenje u odnosu na ravan
0xy tadke duf prave y-b nemaju pomeranje u praveu Y -ose
odnosno mora da bude:

Imajuéi na umu veé odredjene konstante pod a) dob.jamo:

- [ By Chiny - Shdug) + Doy Shdny] c05dn:

i zatim:

('33';3 )’; T"‘ ¥ _tlr? [bninhﬁhulnb + Dn( Shci.nb "‘«lanhJ.nh)]

Izraz za pomeranje vy izveli smo ranije:
5 aF —dy -9 2 4+ V),

gde integraciona funkcija Y zajedno sa funkeijom ¢('i) koja
figurira u izrazu za U mora zadovoljiti jednaZinu:

F d d¥e F
J’ dx + g%,dﬂ 4 dt(g) d’\f) 93%:‘23

Za reSenje zadatka u obliku koji smo izabrali moZemo se& lako
uveriti da se prethodna jednadina svodi na uslov:

do | dv
W-i- TS‘:-D’

pa ove funkcije moraju biti iskazane u obliku:

P =Ko+ Ky 5 Vo= Ky - Kux

i izrafavaju pomeranja U, i Vu plode kao krutog tela.
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Ako ta pomeranja iskljudimo, odnosno ako postavimo za pome-
ranje Ya uslov:

Ya(a¥) = Va(a,9) =0 ,
tada je:

KQ—K\"U,

pa imamo:

Ev - J%o\\ﬂ —‘9%‘%

Potrazimo prethodno za n-ti &lan reda:

n
9y i giEL_ H

T Y
2 2 ‘
% ——dn [Bn (dny Chdny - shdny) + Dadny Sholmj]cosln:c

%% _ do[Body Shiny + Do (Shdsy + doy chany) ] sindes

Integracijom prve jednadine nalazimo:

5,32: dy = —dn [ By (doy Shdey - 2Chdny) +
+ D (dayChiny - Shday)] .

Greniéni uslov (EV), 70 daje jednslimu

B [(4+9)deb Shdsb — 2Chdeb] + D, [ (1+3)dabChdb - 2

-(_1-\‘)5h=lng}- 0,
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koja zajedno sa ,jed.naéinomfij/)éini sistem za odredjivanje
konstanti By i Dn
Napisane u Semi ove jednafine glase:

B D
dnb Shdnb Shinb + dnbChdab |- E“—
(1+9)dobShdnb - 2 Chdnlo | G#9)dnoChdnb- <) Shdnb] 0

Determinenta sistems ravna je:

A e (1+9)(dob) ShdoChdeb = (+-9) Shidab -
_ (449)deb Shdeb + 2 Chdelo Shdebs = (149) (409 Shdnb Chidnby +
2
+0dabChdab = Dlhb + Shodeb ;

a konstante E)ni Dn odredjene su izrazima:

oI T -5t -(1+9) deoChi
By = S oy o L5l (1) bbchinh |

Dy = _In_ . (+VdubSfidob - 2CNdab
da Db + Shodab

Dilatacija &= za y.b data je jednadinom:

E e A (NaosNy)_ 4 (8F g oF
X (':. 3)-5‘(va )

& y ax
gde Je S, debljina pojasa
Uno¥enjem izraza za :%T. i r%,r nalazimo:

Eexn L7 48 {[200 + (rebudb] i +
¢ [0 B+ (1) Dndwlo] sha.,b} C05dnct
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i konadno kad unesemo vrednost za konstante Bn i Dn dobi-
jamo izraz:

2 ° 2 @
Fe) = 5 T, 897 S - Achidsy - (1+9)'(eb)
) nz & (2dnb + Sh Ddnb)

Izjednadavajuéi dilatacije rebra i pojasa u tadkama du# spoj-
ne prave dobijamo konaéno za svaki &lan reda po jednu jedna-
&inu iz koje se odredjuje konstanta 1} H

T [ 0-9%) b - &iChidab -oo”
" S! (Q 5halnb + QJ.nlO)
T

8 Shdah oy G &
-_.-ﬁ—b—hi—q_

S ( 9hdwh - dah)

n

n=135...

Za zadate odnose visine nosada i 3irine pojasa u odnosu na ras-
pon iz gornje jednadine se odredjuje Tn , pPa zatim sve integra-
cione konstante i na kragu i naprezanje nosada.

Iz izraza za OxdeNge i\f, lako je videti da normalni napon odnosno
sile Nx nisu ravnomerno rasporedjene po Sirini pojesa. Kara-
kter te raspodele prikazan je na sl. 16 .

Maksimalni napon javlja se u sredini,

f‘“{frﬁm

Pr |
— 1
—t

—4—
A N

—

Sl. 16
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Kako se obidno u proradunima shodno pretpostavei o rav-
nim presecima pretpostavlja ravnomerna raspodela normalnih na-
pona po Zirini pojasa, postavlja se pitanje kako na jednosta-
ven nadin uzeti ovu &injenicu u obzir. Uobidajeno je da se pri
odredjivenju otporuog momenta preseka uzima manja Sirina poja-
sa u obzir odnosno umestc stvarne Sirine samo jedan njen deo.
Ove Sirina 2b, t2zv.aktivna Zirina odredjuje se iz uslova da
ukupnu silu koju prenosi pojas moZe preneti jedan njegov deo
s tim Sto ée se pretpostaviti da na &irini ob, vlade maksima-
loi napon koji se javlja pri tadnom resenju Tako imamo:

b, (B jb@tag,

ili

b
i} J_ML
(NoImae

NaZalost,ektivna 3irina bl neée biti ista duf nosaca, jer pod-
integralna funkcija netée za sveko x dati istu vrednost.
Ako se za pribliZno odredjivanje aktivme Sirine zadovoljimo sa-
mo prvim &lanom (n-1) reda, tada e aktivna Zirina biti konsta-
nve za ¢ceo nosas.

Tada imamo:

1

Y L~ (1-9) Shello - 4Chdb - (1+9)(db)”
T (shodb +2db)

gde se kratkoée radi izostavlja indeks 1 uz 4.
za Na nalazimo:

I — 1t Jaw)dbshdb -2chdb|(2chdy +dy shdy,) +
e shg.mm[“ ]( by sy

+ [4-9) Shob - e dochd ] (shdy, + oy, chiy)
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Integriuéi od 0 do D dobijamo:

+ Ny -

Aktivna (ili neki put zvans sadejstvujuéa Zirina b, ) data
Je prema tome izrazom:

Shodb +0db
ACHLb = (4-9)Shdb + @)Y

gde je sa L obelefeno 20
Ovaj izraz da se prikazati i u obliku:

shodb + 24b
() chadb + 5 (1+9)(d) '+ (5v)

J

L
.

by

:n[r’

U sledeéoj tabeli prikazane su vrednosti aktivne Zirine za
razliite odnose b/L .

b/L {005 040 [015 {020 [ 025 (030 [ 035 | 040 | 045|050

b‘/b 0983|0934 |0B6M (0783 |0701 | 0.624.| 0.556] 0.496| O.HHG| 0.403

Usput moZemo napomenuti da ovaj zakljuSak o aktivnoj ¥irini
va?i i za grede T - preseka.

Odredjivanje sktivne Zirine sloZen je posao i za relativmo
Jednostavne sludajeve. Ona zavisi kao ¥to smo veé delimidno
napomenuli

a) od vrste nosada sa Sirokim pojasevima
{sandudast presek, nesimetridan presek, zatim konstrukcija
plode sa rebrima i td.)

b) od vrste optereéenja

¢) od graniénih uslova
(slobodno oslanjanje, kontinualni nosad itd. )

d) od mesta ne nosadu.
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Na osnovu ispitivanja razlidéitibh nosaéa i optereéenja u pro-
pise su unete vrednosti aktivne Sirine koje se uzimeju za bi-
lo kakvo optereéenje (i manje viZe za sve vrate T ili duple T
preseka) a specificirene su obidnoc na gredu sa slobodnim osla-
njanjem i kontinualni nosaé. Tekvi su, naprimer, nemalki pro-
pisi za spregnute konstrukcije. Radi ilustracije mofe se vide-
ti iz sledeée tabele da se ovi podaci za slobodno oslonjen
nosaé dobro slaZu sa podacima iz prethodne tabele.

bA 005 |00 (015 [020 | 0.25| 030
b /o |400 [0.82 | 078 |0.68 |0se | 08D
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5. RAVNA DEFORMACIUJA

U ovom poglavlju o plofema nspregnutim u svojoj revni
spomenuéemo i jedsn problem, koji je dodule na prvi pogled
sasvim rszliéit, eli je, keko éemo kssnije videti, u pogle-
du naprezenjs slidsn, @& u pogledu mstemstiike formulacije
snslogsn problemu plofe napregnute u svojoj revni.

Rec je, nsime, o tzv. resvnoj deformaciji.

Zamislimo veoms dugafko telo cilindriénog obliks (gravi-
tecione bresna, potporni zid itd.) optereéeno poprednim sila=
ma (ukljudujuéi sktivne i resktivne sile) jednsko rasporedje—
nim po duZini.

Zs ovekvo telo moZemo pod dejstvom nspred opisenog opte-
retenjs pretposteviti da tedke poprednog preseks koji je do-
voljno udaljen od osnove ostaju posle deformecije u ravni po-
preénog preseka. Drukiije reéeno, tadke poprednog preseksa ima-
¢e ssmo komponente pomersnja u rawvni X »Y i ovs pomersnjs
biée nezavisns od polozajs tadke u pogledu ns z-osu tj.

Lo _ o u=U(xy)
W=0 ; va a -0 iLi V- V(xy)

Shodno uéinjenim pretpostavkems, imamo:
€20 ; Yzm=0 ; Y0
Koridéenjem Hukovog zakons nslszimo:
E&; =0z -w(("mﬁg)-o ;  odw 61-9(61*\-63) /35/
E€x - (1-9%) 6 - 3(1+)y
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EE, - (1-)6s -9(1+)0x
E¥ag= 2(449) Tay

EKsko su sve konpo‘nentc' deformacije nezaviane od Z , to je 1:

ox by _ . 00 _ Wy _
faz"°"az°"az°faz“

Nevier-ove jednadine svode se ns:

b]

'36‘ e %1 £ % w0 136/
S‘Esu ) 3By _
ot + Y 0 737/

gde su X i Y ovde zspreminske sile.
Ssint-Vensnt-ov uslov o poklapanju deformscijs isti je kso i u
aludsju plode napregnute u svojoJ ravni:

2 Q2
R a _ ¥y
QY + QAo Qk:ﬁg
Ako u ovu jednsdinu unesemo izreze zs nespone, dobijsmo:

oo (7 + ) (36 ) -2

Diferencirsnjem Nsvier-ovin jednsdina, i to prve po x & druge
po ¥, i njihovim sebirsnjem nalazimo:

%‘& g9y,

‘ax @‘A PEXT

8 sebirsnjem ove jednsdine se prethodnom jednsiinom:

()06 +8) + T+ -0 e



gde je: o
R, E A

Qxd [T
Jednsdine 36,37,38 pretatavljaju sistem jednadine kojima

Je definisan problem ravne deformscije.
Zs zapreminske sile pretposteviéemo de su konzervetiwne, od-
nosno ds se mogu izrsziti kao izvodi funkcije potencijele a H

Es Ary-evu F('am) funkeiju éemo sads, s obzirom da smo uve=
1i zapreminske sile, pretpostaviti da je:

2
_RF _
Yy Ttg

Tede iz uslove revnotefe nalezimo:

'l
1 L]
Q. _8F _
e (G\j W U,) 0
P8 moZemo pisati:
qr oF
k- AL AL

Unesémo 1i ove izraze u jednadinu (38) dobijemo kona¥no dife-
rencijalnu jednséinu revne deformscije:

ANE + 72 AU - g
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Za konstentne zepreminske sile ove jednedine se svodi

na:

AAF - D
i poklsps sa odgovsrsjuéom jednalinom ploée nepregnute u svo-
joj revni.

Rezlike postoje u velidini normelnog nepona 6z za koji
se kod plols napregnutih u svojoj ravni pretpostavlja da jJe
Jjednak nuli. Zs sludaj rawvne deformacije velidina napons
dete je izrszom (35).

Ako je za deti msterijsl Poissonov broj jednsk nuli,3to
se deato uzime kod betonskih konstrukeijs, tada se raven pro-
blem (tj. problem plode napregnute u svojoj ravnl) i ravne
deformscije ne rezlikuju u pogledu nsprezsnjas bez obzira na
prirodu zapreminskih (odnosno povrdinskih) sila.

Jedsn primer ravne deformacije
z8 trougsonu oblast

Dugo telo trougsonog popreinog preseka, keko je to pri-
kazeano ne slicilB optereéeno je hidrostetidkim pritiskom fx
duf konture Y=-0 .

Du¥ kose konture ss normslom N ne deluje nikakvo op-

tereéenje.
Na konturu Y=G deluje resktivno opteredenje podloge

o ¢ijem se rasporedu nists ne pretpostavlja.

‘j —p—
= oL
n
¥
o]
rs ra e
4o |
x
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Airy-ava funkeija ovesko definissnog problems Je sledeés:
5 2 Q ]
-yl X axﬂ_( a_)gu_J
F “'[(\'1 ) S + 2—br Y QEE 1 S

gde Jje:
%

.

I'L-

Funkeiju potencijsls U. 8 obzirom ds je X-'%L'-I'- {1 dets je
sa

U--¥x -qix

Komponentalni nsponi dsti su teda izrszima:
2 (o2’ _p\a
Bm-i+u—f( ) (2@: 'l)b‘i

2
ng-——%——q? -={%y
b
Funkeija F izebrans je tsko da je zadovoljens diferencijalna
jednsdins i graniéni uslovi ne strenems Y=0 i Y= E‘.}'. .
Neime, za Y=0 imemo:
6g --¥x : ‘tmg- 0

Normala ns strenu g-%m zekleps uglove ¢iji su kosinuasi:
con(n) - - sind
cos(ny) =  cosd

Ako ovo imamo u vidu i nepifemo izrsze z8 B i Py (KoBijeve
jednsdine) duf te konture videéemo ds su velidine Px 1 Py
jedneke nuli, kao &to i trebs duZ neoptereéene strane.
Zs stranu x=d usvojens funkecijs F daje sledeée napone:



Bl - v o ) - 9(e -1)2]

(Tas), - ¥y &

Na priloZenoj skici prikazani su nsponi u pojedinim preseci-
ma z8 odnos strsna %-1.2 i YL-Q .

Na trebs posebno napominjeti ds ovi izrszi vaZe i ze trougs-
onu plodu ss istim grsniénim uslovima.

Prikezano resenje daje izvesnu sliku o naprezanju kon-
strukcije prizmetiénog oblike 3iji je popredni presek trougso
ovekvog oblika, Medju grsdjevinskim konstrukcijsms u tu oblast
spadsju izmedju ostalog i gravitacione brane.

U stvernosti, medjutim, za ovskve konstrukeije rszliditih
poprednih preseks, velidine resktivnog optereéenje duf kontekt:
konstrukcije i temel nogtla zavisi od deformacije tla. Drugim
reéime uslovi duZ ovog kontakta su dsti po pomeranjima.

Jedns tafnije snslize resvne deformscije konstrukcije ovog
tipa pretstavlja relativmo slozen zadatak iz ove oblasti.

Cesto putas se u pribliZnim prorsdunims gravitsecionih, (a
sli¢no tome i brene olskSenog tipes), polezi od jednostevne pre-
dpostavke o linearnoj raspodeli normslnih napona Gm (s81.20)
duZ preseks x = const.

Sve spoljne sile (vidi sl. 20 ) iznsd preseks x=const re-
dukovene na teZiite popreénog preseka dsju momenat savijanja
™M i jednu komponentu u revni preseks | i drugu uprevno ns
presek N.
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N ! Polazeéi od linesrne ras-
bl I podele normslnih nspons,
Y L dobijemo:
=
@m.-—ki— + %%‘9
(51.20) r

gde je sa 3 obeleZena povriins popreénog preseke na jedini-
c¢i duZine brsne, 8 ss J  momenst inercije oko ose < .

Za odredjivanje napons T:a i 63 stoje nsm na raspolaganju
Nevier-ove jednecine. ReSenjem ovih jednacins uz odgovsrsjuée
grsniéne uslove nslezimo nspone 'tx5 i @g .

Taénije reSenje ovog zsdstks pokszuje de uvedena pretpo-
astavka nije opravdans i da je ovskav prorsdun ssmo orijenta-
cioni u odnosu na stveran raspored normslnih i smiduéih nspo-
na.
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6. RAVAN PROBLEM U

POLARNIM EKOORDINATAMA
6.1 Opite

Problem ploée napregnute u svojoj revni u Deksrtovim
koordinetems zé A= Y=0 svodi se na reSenje diferencijslne
jednadines

AAF -0

uz odgovarajuée granicéne uslove.
Presedne sile bile su date izrezima:

e . §F . N, o 9F
ot Ny ¢ N

Po snslogiji ss problemom plode napregnute na ssvijenje koji
se svodio ns redenje nehomogene diferencijslne jednsCine:

Z
AD- 2

uz odgovarajuée granicéne uslove,gde je u dekertovim koordins-
toma:

v oav oV
AAW %4 *QW-}W— )

8 u polsrnim koordinstsma:

7 2 L3 a2
) 1 )\ aw w4 QW
- (e R ) B+ 5 )

diferencijelne jednedins plode nepregnute u svojoj revni u
polarnim koordinatemas glasiée:

(fa" +_1_'a+1fa°)(ﬁ 4 9F L@ai)_o

A7 T TR g\ T T ar TR

Pregedne gile date su tede izrezime:

i 'AQF 1 9F
VoA T
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Za sludaj rotsciono simetri&nog neprezsnja, odnosno za sludsj
da preseéne sile ne zavise od koordinsts ¥ imemo:

df * d :

Diferencijslna Jednsdins /39/ u rezvijenom obliku glasi:

2 dE 1ch+_1_§£__0

+
dr" r T 2det T Py
Opste resenje ove jednadine moZe se nspissti u obliku:

F- D+ Al +Br2 s+ Cridr

gde su D, A,® i C proizvoljne integrecione konstante.
Za presecne sile dobijsmo izreza:

Nr = %%F—- A}ig + 2B +C(1+2[qr)

Ny - j; ~— A5 +2B +C(3+2[qr)'

Nre= 0
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6.2 Naprezanje beskonaine plode sa krufnim

otvorom opteredene r dijalnim opteredenjem
o_obimu otvora

Posmatraéemo jednostavan sludsj naprezanja beskonadne
plode opteredene rotaciono simetriénim opterelenjem prema
sl. 21 .

Ovaj zadatak moZfe da se shvati i kao ravna deformacija
tela beskonadnih dimenzija /relativno veoma velikih dimen-
zija u odnosu na poluprefnik otvore/ sa cilindriZnim otvorom
/eevi/ optereéenog radijalnim opterecenjem.

8l. 21
B obzirom da optereéenje P pretst vlja ravnoteZan sistem
sila moZemo pretpostaviti da ée naprezanje plole opadati sa
ostojanjen od otvora. Naprezanje plode je rotaciono simetri-
&no i integracione konstante reSenja

F- D+ Algr + Br? + Crglgr
odrediédemo iz granidnih uslovae

fmQ , N'r" p ’
a za -« moraju presedne sile N i Ny biti jednake nuli.
Da bi grenidni uslovi za "+ bili zadovoljeni moraju integra-
cione konstante B 1 C biti rawne nuli.
Iz uslova r-a Nr=-p

dobijamo tada:

AL -MNe--p ; A--pd
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pa su presedne sile odredjene izrazima:

2 2
Mr——P% N\?-Pgr[

Dijegrem presednih sila dat je ns sl.(22)

Nr--Ng

(s1.22)

6.3 Cisto savijsnje kruinog luks

Naprezsnje krufnog luks momentima M ne krsjevima ima
tskodje rotsclono simetriden kasrakter. (s1.23)

'ﬁ’" 4,_*‘

u]
b

-0
o
(81.23)

Graniéni uslovi zs ovsj problem su sledeéi:

r-=a , r=b Ne= 0 /40/
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e na stranams Y-0 1 Yad

rb r-b
41/
-M=- SN\yrdr : JN?dr- 0 5
r=a r=Q

Uslov za sile Ny dus linijs r«a,r-b daje
. L
AET + 2B +C(1—|—2tqa) 0

Ag +2b +C(1+2lgh) - 0
Prvi oi uslova /41/ daje:

-M S[ AL +28 +C(3+2lgr)rdr -

-— A[gg e (6 +C)(Bﬂ—oa) + C(g[gb = aalga)
dok je drugi uslov identidki zsdovoljen.

ReSenjem sistems jedneline sastevljenog od ove i prethodne
dve jedne@ine dobijamo vrednosti zs integrscione konstente:

22 b
A Aolr:[g-—n M
B _ b-a'+ ﬂ(r:nkb-aatgg)ﬁ

gde je:

N = (8-a) - satr (g &)°
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Kad uvedemo izraze za integracione konstsnte u izrsze zs sile
u presecima dobijemo:

-—%1(% s w8l

Nrg= 0

Najveée sile Ny biée za 1=Q odnosno f=b /sl 24/ . Prese-
¢ne sile Nr su u svim telkeme istoge zneke. Za luk kod koge
je b=2a dimemo:

Nl = —490 8
(Nw), : (N,)m_ 107 L:,.
(Ne = &

Na aglici (22 ) dst je raspo=
AnG red sils Nr i M¥ po poprednom
preseku. Vidi se da je neut-
rglne linijs pomerens nsdole,

. - m'(%,, i de dijagram MNr priliéno ot-
3 stups od pravolinijskog.
mh
of ( 51.24) 1a?
Prems retunu ze gredni noss imali bi: W= s
™ ™
wa — —— =206 —
rliﬁ W a

Rezumljivo da sa smenjenjem odnoss b-a ove razliks u dije-

gremime je sve menje tako de je veé z8 -b",ﬂ--;— pretpostavka o
linesrnoj respodeli nepons dovoljno taina ma prektifen pro-
redun.
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EruZni prsten pod ravnomernim redijelnim optereéenjem

EruZni prsten Je optereéen ravnomernim radijalnim opte-
retenjem spolje i iznutra sl. /25/. To opterefenje izazive
rotaciono simetridno stanje napona i deformacija.

OpSte refenje diferencijalne jednadine je:

F o Alar + Br?+ Crtlar +D

Presedne sile date su izrazima:
Nr o j:: - -.?_.i +2E)+ C(‘t*-?[nr)
Ne - % ——Aq +2B+ C(3+anr)

Granidni uslovi su sledeéi:

+
=0 Ny<- P4 /u2/
88
rso Nra-p sy
P _J_

1. '25
Potreban je jo3 jedan uslov za odredivanje konstanti
A, Bi C. Taj uslov dobiéemo razmatranjem deformacije plo-

¢e. Komponente deformacija za sluiaj rotacione simetrije date
su izrazimas

6!'-3:— ; f\f-—lr':'- ; X\'\?—G
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pa je:
W= r&s
dU C!E;-f
| a "t ar
i dalje:
Er=Eg+r é%gk gy

Koristeéi vezu napona i deformacija
i
€ m = (6r-9 Gv)
E¢ = L (6y-»06r)

uslov /44/ postajes

(149)(0¢-5r) '+ T(%é:—v -V -c(i—fr) -0 /%5/

Kada u /45/ unesemo vrednosti za napone 6,-%51 G\e- N-F'dobija
Be:

2(1+v)(0— %) +2r[?A; + % +\?(—\_A—.b— - E—)J.-U

Posle sredjivanja dobijamo:

C=0

Jednadine /42/ i /43/ postaju:

ASF"_QE)"R
A-:; +0B -1, ,
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pa Je: A__ p;.p‘ Q?.be
b-QE
_Rb-pa"
p(b-o)

Kada uvedemo izrage za integracione konstente u izrazs
ga: preseine sile dobijamo:x

Nr N qu‘ EQQ? _ R-R C;l\’}
b-a’ ot 1*
Ng —— DB:pa |, BB db
bd'O} b-of r?

G-’ 2
2 2
8
2. sludaj R=0
2
Hr = be_g'z (1 “i-t;')5
Ne- 2 (1-+ 1)
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Dobijene vrednosti za presedne sile uporediéemo sa vredno=-
stima po kotlovskoj formuli sl./26/ /koja vaii kada je deb-
ljina mala u odnosu na poluprednik prstena/.

I g 230

B Y Sprsin\f’cl\? ~2Ng¢S«0
¥ ° ’
| -PreosP| - 2Ngd = 0
NS or Ned . P
/81.26/ A N\P -

Ne sledeéoj tabeli date su ove razlike u procentima
i u zavisnosti od odnosa b/a.

b/a | aTx anmT M@]Iﬂ]]]]

2w | % t

1.50 22

20 [ | e (I

1.40 5 ‘

1.01 1 A - ___&N“m?'”?m 10 [%]

Odnos Hﬂnﬂﬂé u zavisnosti od kolién;ka bh dat je
na sliei 27.

bja

81. 27
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Aksijalno napregnute plo&s oslabljena

kruZnim otvorom

Posmatrademo aksijalno napregnutu pledu oslabljenu
otvorom /sl.28/ &iji je prednik znatno manji od Sirine plo-
ge.

Polazeéi od Seint Venantovog principa o rasprostira-
nju napona izazvenih ravnotefnim sistemom sila moZe se uli-
niti sledeéa: pretpostavka:

U tadkama krugs polupreénika b)}c»vlada neporemeée-
no naponskc stanje tj. javlijaju se seamo normalni neponi %
koji odgovarsju asksijalno napregnutoj ploéi bez otvora.

Y
]
PE (Jr? EP
ai & =
] n
Sl. 28

Posmatraéemo sada prstenastu plodu spoljnjeg polu-—
prednika b i unutrefnjeg @ izdvojenu iz pravougsone plode
/sl. 29/.

S1. 29
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DuZ konture D je takva plofa napadnute samo silom N:-p
Transformacijom na siatem polarnih koordinata dobijemo:

Nr = Grh = Poofﬁ? % %p(ﬂ +C052%)

Nf’f ==(tf‘fh = - —21— P%\ﬂg"?

Prvi deo radijalnog opterséenja ‘qr ima rotaciono
simetridan karakter i refenje za ovaj slua] opterecenja
dat je u prethodno] tadki /2. sludaj/.

Pretpostavljamo da su za osthli deo opterefenja pre-
sedne sile date izrazima oblikas

Nr = Nr(r) cos2¥
Nre = Nre® sin2Y¥,
tada se moZe pretpostaviti naponska funkeija u obliku:

F = fmcso?

UnoSenjem ovog izrasza u diferencijalnu jednadinu AAT =0
1 posle skraéivanja sk C032Y¥ dobijemo obi¥nu diferenci-
jalnu jednadinu sa promenljivim koeficientima:

%
o

d?+£

af 2
dr4 r

2

s oo

Q-
-~
o
=
Q.
o
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t
Uvodeéi novu promenljivu zsmenom Y*€ dobijemo obidnu
diferencijalnu jedns&inu ss konstantnim koeficijentims:

df dy s
WA ”63_

ReSenje ove jednaline glesi:

f- A+ bégt + Cegt-r'Deﬁ

odnosno:

f- A+‘b:—2 + CrQ+Dr4

Teds su funkcije T i presedne sile Nr |, Ny i Nrp dati
izraszima:

F= (A+ Bres Cr2+Dr‘*) €052y

i :2 2‘:‘2 . QF —(QC +65E4+4AT_9)C059“P

Ne = '%—F - (2c +12nr¥ eer)omae
Nre_ _;ﬁr_ (% g_];) - (Qc +6Dr — 6B~ QAF"’) SO

Integracione konstente A, B, C i D u opitem re-
Senju odredjujemo iz konturnih uslova:

r=a N‘:\-lro
Npe -0
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T=b Ny - _12_ pcos¥

Nr‘f—-—g—P‘S\nQ‘F
cdnosno:
DC+ 6BG + 4AG” =0
0¢ + BDG - 6BG -2A0 =0

DC + 6B '+ 4AG% --Lp
DC + DY - 6BG-2AG-- 4P

2
uz koriféenje da a/ba..'[} konstante postaju:

D=0
c.---—P
E:-—-—GP
A= -Lofp

Superpozicijom cvog reﬁenda sa refenjem za rotaciono
simetridno opterefenje dobijemo:izraze za preseine sila:

Ny = 12_p(1~ ,.:) ;_p(‘n .3;.9'; r %)0@52‘?

Ny - _‘ELp(1+ -;';) _;‘;p(u b.‘rl:)cns@?

4 2
Nrg=- 5P (1+3% +2 3 ) 2y
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Nsjveée sile nastaju du¥ otvors, za [=Ov i "?- U/Q

Nr=0
max N\?e bp
Np=0

U poredjenju sa plodastim nossiem bez otvors poveésvs se
presetna sila N¢ do trostruke vrednosti. Ns sl. (30 )
prikazen je tok presednih sils dui preseka ‘f«0 i ‘P U/Q .

=+

3
N\q_-; a o qg

Ny

s1. 30



