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TRECI DEO
LUUSKE
Uvod

1. Definicija i osnovne pretpostavke

Za razliku od plo&e ljuskom nazivamo povrE&insku konst-
rukciju ogranidenu sa dve krive povrEi na ostojanju ;1 za ko-
je pretpostavljamo da je malo u odnosu na ostale dimenziie.

Geometrijsko mesto tadaka, izmedju tih povrZi, jednako
udaljenih od ovih povr&i nazvademc srednjom povri date ljuske.

U izudavanju ljuski smatrademo kao i dosad da je mate-
rijal izotropan i da se pokorava generalisanom Hook-ovom zako-—
nu i sem toga da su pomeranja tafaka (usled deformacije ljuske)
mala u odnosu na debljinu 1ljuske.

8li&no kao kod plo&a i ljuske mo¥emo podeliti na dve
velike klase: tanke i debele ljuske.

Tankima demo nazivati one kod kojih je odnos ’l//ﬁb,
gde jeﬁ? radijus krivine srednje povrfi, mali u odnosu na jedi-
nicu. U tehnigkim problemima smatramo da ovaj uslov sa gledi3ta
potrebne tadnosti zadovoljavaju ljuske za koje je odnos:

)

a u izvesnim sluéajevima primenjujemo teoriju tanke ljuske i

za vede odnose.



Ljuske kod kojih je ovaj odnos veéi od navedenog spa-
daju u klasu debelih ljuski &ija je teorija znatno komplikova-
nija, i kojima se mi u ovom kursu neédemo baviti.
Osnovne pretpostavke na kojima se zasniva teorija tan-
kih ljuski sliéne su pretpostavkama za plode napregnutih na sa-
vijanje, i sastoje se u slededem: =
a) Prava vlakna upravna na srednju povr¥inu ljuske ostaju i
posle deformacije prava ne menjajuéi svoju du¥inu,
(Kirchoff-Loveova pretpostavka).

b) Normalni napeoni u ravnima paralelnim srednjoj povrEini zane-
maruju se u poredjenju sa ostalim naponima.

Primene teorije ljuski.su mnogostruke i u razliéitim
oblastima tchnike: u aeronautici, brodogradnji, madinstvu, gra-
djevinarstvu itd.

Potstrek za razradu teorije i njenih primena u gradje-
vinarstvu ima se dobrim delom zahvaliti armiranom betonu koji
je otvorio Eiroke polje za primenu racionalnih konstruktivnih
sistema.

Ljuske kao konstrukcije, odnosno kao elementi konst-
rukcija, izradjene iz razli&itih materijala, nalaze primenu u
mnogim oblastima tehnike. U gradjevinarstvu je &elik kao mate-
rijal za ljuske relativno $iroko zastupljen u konstrukcijama
kao Sto su rezervoari, cevovodi i sl.

2. Srednja_povrd ljuske. Sile u preseku.

Srednju povrE ljuske moZemo zadati u vektorskom
obliku:

F'-f_‘.f“f:ﬂ), (ITI.1)

-
gde je F vektor poloZaja tacke srednje povr#i i zavisi od
proizveljnih parametara 4 1/3.
U skalarnom cbliku ova jednadina se raspada na tri

parametarske jednacdine:



X -z (< ,8)
Y -9 {a{,/_a,} (III.2a,b,c)

z == (),
Sem na ovaj nadin jednadina srednje povrSine moZe, kac jednali-

na povri u prostoru, biti zadata u cbliku:

F(xfg!2)=o (ITII.3)

ili u eksplicitnom obliku

Z=f1(x,y) (ITT.4)

Ako se zadrZimo na prvom naCinu opisivanija povrsi

onda je na primer za odredjeno of i/ data jedna tagka na povrEi

po & za('ﬁ = const dobijaju se of -linije na povr8i i sliéno
tome, za o = const, B -linije.
Svaku ta®ku na povri ., prema tome, moZemo shvatiti
kao presek dveju linija ol i /> . Parametre 051/5 nazivamo krivo-

linijskim koordinatama, a of 1 [‘b -linije koordinatnim linijama
(S1. 1).

{ sl. 1)

Specijalan slufaj koordinata o i/ﬁ imamo kad su of i/j linije
medjusobno ortogonalne.



Medju svim moguéim medjusobno ortogonalnim linijama
of 1[5 koje prolaze kroz posmatranu tafku, jedan par ovih lini-
ja ima tu osobinu da krivina linije koju dobijamo presekom rav-
ni, koja je upravna na srednju povrZinu i sadr#i tangentu na
koordinatnu liniju u posmatrancj tadki, ima maksimalnu odnosno
minimalnu vrednost,

Ovakve koordinate nazivamo glavnim i dalje gemo pos-
matrati ljuske samo u ovim koordinatama. PoloZaj bilo koje tad-
ke u ljusci odredjen je prema tome koordinatama o{ifs i ostoja-
njem te tafke od srednje povriine Z .

Iz ljuske demo isedi u okolini tat‘fke;4 elemenat prese=-
cima upravno na srednju povr$S  a du¥ tangenti na linije ol =
const. 1 of +o =const odnosno (3 =const i 3 +cr'p =const (Sl. 2).

Normalne napone na tim povriinama obelefimo sa Golod-
nosno 6’5, a komponente totalnog smidudeg napona u tim preseci-

ma obeleZidemo sa (Z-o(/s, (Z;(Z odnosno Cz;sn{, (Z—/AZ

/ %%

(8l. 2)



sa Bl 1 P[b obeleZeni su poluprednici glavnih krivi-
na. Redukcioni momenat i rezultantu svih sila koje deluju na
presefenim povriinama u odnosu na srednju : povrg ljuske, me=-
reno na jedinicu duZine odgovarajude koordinatne linije (cd ili
/> ), razloZifemo na komponente u pravcima tangenti na koordin-
atne linije O(,/;b i u pravcu normale Z .

Ove komponente glavnog vektora i momenta zvademo za-
jedniékim imenom kao i ranije prese®nim silama ili silama u pre=-
seku.

Imajucéi u vidu da je (Sl1l. 3)

d@-%;& (/173-2)0/2= (’f— ;T)cfazq/z (TII.5a)

dAa

(s1. 3)

i sli¢no tome:

dl‘:/5= 0’3, {']—)é—( )dz (II1.5b)

presene sile u preseku 0&=const date su izrazima:



a)

b)

c)

aj

e)

a)

k)

c)

normalna sila:

+h4

Nu(=_bf/26’=c (1~%ﬁ)dz

momenat savijanjai+%é CJ
ﬁﬂg:= Z'Cé;¢ q- Z- ) Z
A{é ( Aps

smiduda sila:

+h/a
/\éyajai;:Z:%5 (%ﬁiiiél)‘j%

torzioni momenat:

+hA
M= 208 (1-2 )z
%_2/; /5( /E’/a)

transverzalna sila:

+h4
_ (g _Z )=
7.2—_4&1#(4@)0/

3lidno teome u preseku /5 =const imamo:

normalna sila:

+4/

Ns= [ Go (1- )cl:
p_gf;;( /&) =
momenat savijanja:
+hia,
= =
/?;iihgéf G;ﬁ (:1 2, )cﬁz
smi¥uda sila:

sk
N ) o (1, )%

(III.6a)

(III.6b)

(ITI.6c)

(IIT.6d4)

{III.6e)

(III.7a)

(III.7b)

(III.7c)



d) torzioni momenat:

+his

Mpodz{hz% (/f_“-é2 )o/z (1IT.74)

e) transgverzalna sila:

+tf/ﬁ
Pt o

_A/‘,L

Treba primetiti da i pored konjugovanosti smicudih
Ton=C
G = G

u opstem sludaju su smicude sile M//A i/V/}eé a isto takec i tor-
zioni momenat M!/s i Mﬂo{ medjuscbno razliditi

N.zﬁ # /V/soé
MJ/.*: # Mpoé

Na (Sl., 4) prikazani su pozitivni pravci sila u prese-

napona

ku koje deluju u tangencijalnoj ravni na srednju povrs iu
odgovarajuéem preseku OZ=const odn. /5 =const, a na (Sl. 5) momen-

ti savijanja, torzioni momenti i transverzalne sile

e P



Ty

\
/ ‘ﬂ/I//1ﬁ! \\‘\P¢
/M
ﬂ/ Th :;\\Mdﬂ

M

( 81. 5 )

Sem unutrasnjih sila na prikazani elemenat iseden iz
ljuske deluje i spoljaZnje opteredenje.

Za re3enje problema ljuske stoje nam na raspolaganiju
6 uslova ravnoteZe, koji se mogu postaviti za jedno telo u pro-
storu. Medjutim ukupan broj nepoznatih sila u preseku ravan je
deset, pa je problem odredjivanja naprezanja statiZki neodredjen

i za njegovo refenje moramo posmatrati i deformaciju ljuske.



BEZMOMENTNA TEORIJA LJUSKI

1. Bezmomentno naprezanje ljuske

Ako se u svim presecima ljuske javljaju samo sile fﬂx
Aﬁqg i A&Gi i A43 » koje leZe, kako smo nazna¢ili, u tangenci-
jalnoj ravni na sredniu povrd , onda takvo naprezanje nazivamo
bezmomentnim ili membranskim naprezanjem.

Ovakva vrsta naprezanija javlja se u gvakom slufaju ako
je ljuska tako tanka da ne poseduje nikakvu otpornost na savija-
nje (savrdeno savitljiva ljuska - membrana). Medjutim tako savr-
geno savitljiva ljuska nije u stanju da primi sile pritiska, zb-
og svoje nestabilnosti (izbo@avanja) i moZe se upotrebiti kae
konstrukcija samo za slufaj da u svim presecima vlada zatezanje.

Medjutim i kod ljuski, male debljine ali sa izvesnom
kona&nom krutoféu na savijanje, mogude je takvo naprezanje pri
kom bi se javile samo membranske sile.

zZa takveo stanje naprezanja moraju biti ispunjeni izves-
ni uslovi, jer se ono ustvari javlja kao specijalan slufaj opis-
anog naprezanja pri kom se javljaju i ostale sile u preseku.

To su uglavnom slededi uslovi:

a) Debljina ljuske mora da je mala tako da je odnos A/Ufau pore-
djenju sa jedinicom takav da se moZe zanemariti.

b) Srednja povrEina ljuske mora biti glatka.

c) Opteredenje ljuske mora biti blago promenljiveo i bez skokova.

d) oslanjanje ljuske mora biti tako da se na krajevima javljaju
samo membranske sile.

Sem ovog, da bi jedno membransko stanje naprezanja bi-
lo stvarno mogude, mora i deformacija sradunata na bazi odredje-
nih prese&nih sila biti jednozna&no odredjena.

Ove uslove na%alost u na¥im konstrukcijama nije mogu-
¢e vrlo ¥esto ostvariti, narodite u pogledu oslanjanja i optere-

denja.
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Da bi malo razjasnili membransko naprezanje ljuske
posluZicemo se analizom luZnog linijskog nosada.

Poznato je, naime, da se u sistemu prikazanom na (S1.
6a) i u trozglobnom luku (Sl. 6b) &ija je osovina deo kruga,

za radijalno opteredenje javljaju samec normalne sile:

(s1. 6a) (81. 6b)

Za ravnomerno radijalno opteredenje i za usvojen oblik
osovine luka naprezanje luka je "membransko", jer se ne javlja-
ju momenti ni transverzalne sile.

Za razliku od linijskih sistema kod kojih je mogquée za
izabran oblik osovine nadi samo jedno opteredenje za koje se
javlja membransko naprezanje, kod ljuski je to obiZno mogudée
za vife vrsta opteredenija.

Bezmomentna ili membranska teoriija ljuski, bez obzira
na njeno ogranieno vaZenje ima svoj znalaj.

U izvesnom broju slufajeva ona daje zadovoljavajude
reSenje za praksu, a u vedem broju sludajeva, kad se membrans-
ko re¥enje ne moZe prihvatiti, ono pruZa prvi korak za opite re-
Senje problema odnosno za tzv. teoriju savijanja ili momentnu
teoriju liuski.

Na kraju, sa gledista matematske aparature i jednostav-
nosti pojedinih reSenja, membranska teorija je znatno prostija
od teorije savijanja ljuski. Broj preseénih sila smanjuje se
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na 4, odnosnc zanemarujuéi u izrazima =za Ndﬂ i N/&i ¢lanove
Z/ﬁo( i 2’/’?{5. u stvari svodi na svega tri nepoznate preseéne
sile: /Vo(, /Vﬁ i Nc{/bﬂl%n(. Iz uslova ravnoteZe sila koje napa-
daju elemenat isefen iz ljuske moguée je sada s obzirom da se
broj uslova ravnoteZe svodi na 3, odrediti sve prese&ne sile.
Na taj nafin zadatak postaje statiéki odredjen.

U daljem izlaganju membranske teorije ogranididemo se
na odredjene i sa praktifnog gledidta najvaZnije forme ljuski.

2. Bezmomentna teorija rotacionih ljuski

a) Geometrija ljuske i sile u preseku

Rotaciona ljuska je ona &ija je srednja povri
proizvoljna rotaciona povrd.

Ova povrSina nastaje obrtanjem ravne krive linije oko
jedne prave. Linije glavnih krivina za rotacionu ljusku su nje-
ni meridijani i paralelni krugovi. Meridijalne linije dobijamo
presekom srednje povrEine i ravni koja sadrZi osovinu ljuske,

a paralelni krugovi stoje na ove upravno.

Za krivolinijske koordinate rotacione ljuske izabra-

‘éemo, shodno prethodnom ugao v koji zaklapa normala na povr&i
sa osovinom ljuske (S1. 7) i ugao 4% koji odrediuje polo¥aj
tafke na odgovarajudem paralelnom krugu.

Sa ﬁ, obeleZen je radijus krivine meridijana, sa ﬁ'g
drugi radijus krivine koji je jednak duZi na normali izmedju
srednje povrZi i osovine ljuske. Polupre&nik paralelnog kruga
obeleZen je sa ﬁa.

Posmatracemo elemenat ljuske &ija je srednja povrd
omedjena meridijanima ‘l}'i 1f"+c/'u"i paralelnim krugovima ?i
Y+Q’y . Strane ovog elementa su upravne na srednju povri.

Na dati elemenat deluju odgovarajuég prese&ne sile Ny. N?qfi N-y’-

i spoljno opteredenje &iju demo komponentu u praveu tangente na
paralelni krug, obeleZiti saX , u pravcu tangente na meridijansa
Y ; @ u pravceu unutrasnje normale saz "
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(81l. 7))

Sile koje deluju na naspramnim stranama elementa (S1.
8) razlikovade se za diferencijalne veliZine.

Tako na primer na strani‘if':const. imamo sile

Nukidy i NepRidy

a na strani 1}'+d‘l}' =const:

(No+ P20 )Ructy 7 (N + 2L dlt) oty

a zatim na strani Sﬂ =const. ;

/Vy) o i Nes £, ohs
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% . _NeRode
S |
L } & A .
NO\CK':{& Rideds e |
\ XRFdedg |
) o Bpiaide -
22 YR.Kdeds 4 |

(X Qgea»)&a«e

; i
7]]4};1{0»,% Neaks)de]de K |
j ddk

E«,x,* 7€ (NeRJde de

( S1. 8)

Pri prelasku od strane Sﬂ =const na stranu elementa
Szfcf)ﬂ =const menjacde se ne samo presedne sile ved i dufina
linijskog elementa ﬁ;a{}-, pa dobijamo:

[Ny + 25 (W )t
[ Now 5, +55 (Mo 2)d /o

b) Uslovi ravnoteze

U uslov ravnotefe svih sila u praveu tangente na para-
lelni krug ulaze sledede sile:

Gt Ractpr ;25 (NvsRo)elycly | X, dlydly

Sem ovog smi&ude sile na stranama 4*=const i eﬁfanéconst nisu

paralelne i njihovi pravei zatvaraju ugao €ija je veli®ina (sl.
T)df}mﬁy. Projektovanjem ovih egila na pravac tangente (S81. 9)
na paralelni krug, zanemarujuéi male velidine visSeg reda, dobi-

samo Mg £ cos Yottt
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NoeR de
dwcos '€
( sl. 9)

Ispisujuéi sada ovaj uslov ravnoteZe, posle skradenja

sa dyd»“ dobijamo:

LR, + 2 (Nyp ) + Ny Ry P+ ¥Ry =0 o

U uslov ravnoteZe sila u pravcu tangente na meridijan javide ge

sledede sile:

( Ne Ko )dlvdy ; 20V K dvdls Y R, Ridvds-

!
Osim toga de normalne sile na stranama ¢* =const i tF+ah* =const,

zanemarujudi male velidine vifeg reéda, dati jednu projekciju u
pravcu upravnom na osovinu ljuske (81.10a,b) &ija je velidina jed-

naka:
N.,’- /E;CZ’}}”O/Y/2
/
0

NaR,dt ég;?e NoRod dﬁi&/

.

U F NoRyol ol s
/
Na R / NgRysmtdeds
di

a)

(sl. 10) (s1. 11)
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Projekcija ove rezultante na pravac tangente na meridijalnu(Sl.
krivu ravna je:

Ny Ry cos Pl ol

Sabiranjem ovih sila i izjednadenjem tog zbira sa nulom, posle
kradenja sa Of?’d#' dobijamos:

(Ny/\:’)af—w/f’ NpRjcosP + YRRy =0 (117.9)

Projektovanjem normalnih sila na stranama ‘]ai '70+d\’0 (sa zanema=-
renjem malih veliina viSeg reda) na pravac normale dobijamo:

N R ety

Projektovanjem preostale sileNvmdyo{}(sl‘ 11) na pravac nor-
male nalazimo

N I 8in'Poldy,
Opteredenje ljuske daje silu

Z Rl dpdy .

Sabiranjem ovih sila i izjednalavanjem tog zbira sa nulom, dele-
¢éi pri tome celu jednatinu sa ﬁoﬁ?d@o{ﬂ’ dobijamo:

_L = (III.10)
ﬂ'+ﬂ +Z=0 ,

gde je

ﬁo=@ﬁlﬁy.

11)
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3. Rotaciono simetridno cpteredenje

Ako je opteredenje ljuske rotaciono simetriZno, onda

presefne sile nede biti zavisne od A% . Tada je
X=0 Negg=Nsv=0

i izvedene jednaline svode se na dve obifne diferencijalne

Jjednadine:

W %)~ NoRyeose+ YRu/Fy=0

(IIT.11a,b)

Mg , Mo
1+A,2+Z—-O.

Iz druge jednaline (ITI.1llb) dobijamo:
N‘a?'=-}§ (24. _N_‘E) (TTT.12)
K /e

Unoenjem ove vrednosti u prvu jednadinu (IT1.1la) nalazimo:
a%(/v?z\zmv)+ N lRgcos® + YR, + 2Ry Ryoose=0 .
MnoZe€i ovu jednadimu sa %€ imamo:

.a%ﬁv?/\; sm‘(’)&m?+ N Iy s Ceose=-15 K ( )fsmi’chasiﬂsmﬁ

MoZemoc primetiti da leva strane jednadine pretstavlija u stvari

izvod izraza (/V?/?QSIW?;!}'#& pa je
a—%ﬁﬁwﬁ»ﬁmzﬁ’»— Vi oy (Ya/??‘( +2c0s ?)amt’ .

Integracijom nalazimo:

Ng: - ]—?2—%”2—,?[[&@ (Ysm‘f-chass t')sm'if’a/&’ + C/f:xfx_ma

i1i ako uzmemo u obzir da je /?2 ame= Ky s
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Me:AE;TE’ f)ﬂﬁ;()’.sm?-f-ZmSV)d?a&%(11;.1310)

Umesto da podjemc od uslova ravnote¥e (IIIlla,b) moZe-
mo za ovako jednostavan slufaj naprezanja doéi do izraza za si-
le/vy iz uslova ravnoteZe sila koje napadaju deo ljuske iznad
proizvoljno uofenog paralelnog kruga V =const.

Rezultantu svih spoljnih sila iznad preseka ¥ =const
obeleZifemo sa fiby -

Zbir svih sila u pravcu osovine rotacije daje

2T RNy 8in¥ + ) =0

odnosno
N‘,=_ﬁ?}__. (III.14)
2rkeemy
Komponenta opteredenja u pravcu osovine rotacije jed-
naka je

Yoin¥ + Zeos'¥

Integraljenjem na odsetenom delu ljuske dobijamo
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v
= 2T RS (Yeme + Zcos¥ )de CrEas)

i konadno na osnovu(IIXl4) isti izraz za N9 kac i ranije:

Y
Nyg*ﬁpéfmﬁ(ﬁ:ny +Zeos'Y) d'f (111.16)

pri &emu - c predstavlja vredneost sile N za ?:O %
Rsmy 4

4, Sferna kupola

Za sfernu kupolu je:

E2=E¢=‘Q
K’o=asm‘z” s

pa je
4
I79)=+207 @*(Ysim¥ + Zeos ¥ )sm'¥dy
o

Za opteredenje sopstvenom teZinom 9 imamo

Y=qemy¢ , Z-gcosy
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i dalje

Y
Ffer= +2\?/3Q75m>’a/59 =+27ga*(1- cos¥) .
0

Za presefne sile dobijamo

Nov-—oa 1-cos¥_ _ _ga
p==g sn2y 1+ cosy

p-ge (-5

+cosY
za Y= O (teme) dobijamo !
/V@;:: j\é}-==— i;-f?CL 3
aza Ya .T/Q ‘
N?"-N&"_'ga'

( sl. 14 )

(III.17a)

(ITTI.17b)

Izraz u zagradi za siluN} menja znak za 7’-57’49.' Iz-
nad toga kruga sile NJ‘ (sile u horizontalnom prstenu) su sile

pritiska a ispod toga sile zatezanja (S51. 14).

Drugim recima za

kupole kod koiih se tra¥i da usled sopstvene teZine nema napo-

na zatezanja (na primer iz nearmiranog betona) ugao ? ne bi tre-

bao da bude vedi od 51°49-.
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5. Konusna ljuska

Za konusnu ljusku ugao }o je konstantan (Sl. 15)

V=9 12-o .

Osim toga Jje

Rimoo; Rl i Bzt ; Kay-2

( s1. 15 )

Na ostojanju Z od vrha imademo za rezultantu P(z)
sledeéi izraz

F?z)=2\7f‘m-:%{/2(7coso( +ZS/?7°()Q/Z (III.18)

Za sopstvenu teZinu konusne ljuske konstantne deblji-
ne (sa vertikalnom osovinom ) dobijamo

Yeasol + Zeimol = g (cos®™ + ol )=g



pa Jje

ol 2
Fey- 209,52, |2k = Ty 2 2
ili
Rz
/%)':y@mso{
Za N}Jl /V,s.nalazimo
T TR

2T RBosd | 2cosH

No=-F2 22 ZLat goirmt- g2 g

05,

(III.1%a)

(III.19b)
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6. Rotaciono simetri&na deformacija srednje povr3i

rotacione ljuske

Dilatacije u praveima €149 (sl. 17) date su izrazima

Cf?f%a 1&?3251 CEQﬁl" Jicigz?

gde su

o= de  dsa= Kol

Posmatrajmo prvo linijski elemenat u meridijalnoj rav-
ni. Tac‘,kal"" pretrpede pomeranje LMu pravcu tangente na meridij-
alnu krivu i pomeranje W"u praveou normale. Pomeranja bliske tad-

keB razlikovade se za male veli&ine prvog reda (sl. 18) i bide

ved- wkdw
Usled pomeranja W odnosno U’+C¥f-"doéi e do promene du-

¥ine elementa pa je taj deo dilatacije :

5;1_ dir+vrdv-di-v_ di _ dir
ds1 ds  Rdv




- 26 -

Pretpostavimo sada da taE’:keA‘ i 5 imaju samo pomeranje
W odnosno Wr+eAr-, Usled tog pomeranja zanemarenjem male veli-

¢ine viSeg reda dobijamo

8 B’ )y e
d’.51

Ry

pa je

(IIT.20)

{ 81, 1%a,b )

Elemenat prstenaaé.f.‘—‘@d&dobija usled povedanja polu-

precnika dﬁ, (sl. 19b) novu duZinu()?c'f'afﬁ)Q@; pa je
(RerdR)-F _ oRs
Co r—he _on

Povedanje poluprednika Na preko pomeranija (sl. 19a)
iznosi

Ry = vcose — wsme,
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pa je konadno
61.9-&%‘ ﬁrms“‘é*hrsm‘e)
@:%(vdy‘@_— UJ“) . (ITI.21)

Pored deformacije srednje povr¥ine pesmatrademo i
promenu ugla nagiba f tangente na meridijalnu krivu koju demo
obeleZiti sa

Usled pomeranja t* ugac nagiba tangente ‘e se razli=-
kovati od prethodnog za mali ugao

m 1
)

Usled razlike u pomeraniju W izmedju dve susedne tas-
ke za veliinu dlb" (ha rastojanju dffs, ) dobicde jof jednu pro-

menu tog ugla velidine
2L v _ dw ,
dss  Kade

pa je velicina ugla ,T_ jednaka

12%4_@,+%) (IIT.22)

Za sracunate presedne sile le i N& moZemo na osno-
vu jedna&ina (IL1.20), (III.Z1), srafunati pomeranija tacaka
srednje povr#ine.

Iz (III.20 ) i {(III.21 ) nalazimo

——tf(i%;%f—— (yfyfigv—-/fzéfaﬁ)== (0]

i dalje integracijom

-[elpeale Jetg e ale
=[+f(/ﬁ6@—/@fﬂ)eﬁg e Je°

= fEe-fa&e o€ 4 (]‘5/??‘6

T ame

odnosno
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UncSenjem vrednosti za 5? i f,'a. putem pregednih sila:

&e-é (Ng -NM9) J
549=E%(N19~HN?) )
dobijamo konaéno:

0=Z/E-%ﬂv@/ﬁ 1‘9/?2"”19&4—1)@ &,gg\ybcl]s/n‘e. (I11.23)

Konstanta C oznafava pomeranje ljuske kao krutog tela u

pravcu njene osovine,



PROIZVOLJNO OPTERECENJE ROTACIONE LJUSKE

1, Antisimetriéno optereéenije

Pretpostavidemo da je opteredenje ljuske dato izrazima
K= Xpamns
Y= Yy COSTTS (III.24a,b,c)
Z=Z?;CCB??'¢.9’ )

pri &emu su Xn ' )4; iZ-n samo funkcije promenljive ¢ . Diferen-
cijalne jedna&ine za proizvolino opteredenje bide zadovolijene
(jednadine ravnoteZe) ako za presetne sile usvojimo sledece

izraze;

Nep= Men cOST28
No= Nom cosns (III.25a,b,c)

Noe=Now, srmng i

gde su Mﬁ, i N-&n, MQf"takodje samo funkcije od ¥ . Stavlja-

juéi pretpostavljene izraze u uslove ravnoteZe i deleci ove sa

0067239 odnosno MMM dobijamo :

%(KS Nm,,)—mf:N#n + K Nes, cos® + Xn Ko Ky=0

(III.26a,b,c)

%(ﬁ;/vg,, )+ 2R Nes,, — RilNncose + Ya K= 0

Neawn |, Now
ﬁ.’, + /?2_ -{-_Z"-O.
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Ove tri jednadine mogude je eliminacijon;/uﬁh syesti na dve
diferencijalne jednaine. Iz trede jednaine (III.26c) nala-

zimo:

3 N 2
Nﬁﬂﬂ—ﬁz(é -J-an) "
zZamenjujudi MQT,u prvim dvema. jednadinama putem ovog izraza
debijamo:
%( R Ne gy, )+ nle Nen + K Neg,,005€ 4 Koy + MG FG20=0
t%(ﬁ:/‘/@ﬂ)-f- 0l N,y +- 82 Nign 0o8€+ T Kol + M faZneosteg

Diferencirajuéi izraze u zagradi i deleéi jednadine sa Ko na-

lazimo:
diesn | [dfe , R oo m_
e +(’ﬁd€’+ 2 c@ N‘E’%* sm@thW*
+/ﬁ,X?,+S';"-(€!ﬂZ,,=O (II1.27a,b)

dNee di. B Neswm
_551_46“}d?+0{'9ﬁ5’)/\/?4@+% e F

LYl 4 R g€ Zn =0
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2. ReBenje za sfernu kupolu

Polazeéi od gornjih jednacina pokazademo reSenje zadat-
ka za sfernu kupolu.
Kako je u tom sluZaju Ag'r"g’“Q:const.) leve strane na-

vedenih jedna&ina bide jednostavnije :

%ﬂs 2ctg Moo T Ve, m()@, * 22 Zo:a)==0

(ITT.28a,b)

%Mé’ﬁ +2ctgtle, + s Neg, + Q( +C?,tr;iwa)~'

U8inimo zbir i razliku ovih ]Edﬁacina i pritom uvedimo nove ne-

poznate:

Uy= Negyy + Mg,
lle= Negyy = Nig g

(IIX.29a,b)

Tada dobijamo:

Ay (2ctytes 22 )ity Yot Yo W;m‘fzm)
dUa 4[2@@_57?7?)&240(% Xnﬁ S/W‘f Z,.,jII 30a,b)

Ovom smenom dobili smo dve madjusobno nezavisne di-
ferencijalne jednaine prveg reda sa promenljivim koeficijenti-

ma tipa:
a/é/k +/‘Jkﬂe)Z/x +?A-/qg,1— ;. k=12 (III.31)

Refenje ove jednaéine, kao §to je poznato moife se
napisati u boliku: '

Uk /CA: ‘/-?x fﬁ‘ A&O’@ (1I1.32)

Imajudi u vidu izraze za){%

fre2apet
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dobijamo:

gvéﬁ,_af(m+ "““0‘5@2')6!’1 ety \';/zdig/

“am?e
(III.33a,b)

U= MCz f(/\’m‘){z e Znsmt’cf\gezzd]

Kao primer uzedemo opteredenje sferne kupole vetrom.
Eksperimentalna istraZivanja pokazala su da se opteredenie vet-
rom moZe uzeti u obliku:

X=Y=0 , Z=3p,snhicosns,

gde je w - osnovno opteredenje vetrom dato propisima, a A%
- koeficijenat opterecenja.
za? =1, tj. za prvi antisimetri&ni &lan dobijamo:

L= po5In€cosns

o= fow K¢

stavliajuéi ZpI%) dato resnje posle integralienja

gde je:

dobijamo:

U *f+co5‘c’ cf+pa(cm'(’__ca53f_)/

(ITI.34a,b)

(o= .‘;’;fﬁ’_f C2— pa(mst"—z—cos?‘)/

Izrazi za presefne sile date su tada izrazima:

Moo= 288 [ CzCa | Cr-Ce cosies pon fros™e- §.cose)
(II1.35a,b)

Mo 38 e + et s pafost-J o't
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Obe integracjione konstante mo¥emo odrediti iz uslova da u te-
menu presefne sile /Vg i N@m, imaju kona&nu vrednost.
3
Kako imenitelj &/72 e ima za E’-O nulu tredeg reda,

jer je i :

(sm®¢) =0

moraju i izrazi u zagradama biti =za @?0 nule istog reda.
z2a @=0 izraz u zagradi za obe jednaéine daje:

2
=—-F/Q
Ci=-zp
Prvi izved izraza u zagradi identidki je ravan nuli za bilo
koji izbor konstanti C-f i Cz a drugi izvod za obe zagrade

Ga=g

Izrazi za sile su slededi:

P cosBsine
Ngp=- S (2 - bm?+oao”?) .

daje:

Ne, -—%&3‘%‘%(2—5@5?4&055‘6) R (I1I.36a,b,c)

No= £2 L9098 (2cose—dsm*e-2co0%)

U slufaju polusfere nestaju sile ”‘f za E=.?."/Q, jer
Je momenat spoljasnjih sila u odnosu na ravan ivi&nog kruga
jednak nuli zbog toga Bto pravei delovanja svih sila vetra idu
kroz centar sfere, a on le¥i u ravni ividnog kruga.

Na (Sl. 20 ) prikazan je tok unutrafnjih sila N'e '
th i M‘g duZ nekoliko karakteristi&nih preseka.



- 34 -

— (Neour  (No)our  (Neo)sg
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- Prorafun ljuske oblika rotacionog hiperboloida

metodom konatnih razlika

Za numerilke refenje ovog tipa rotacicne 1juske prik-
ladnije je umesto ugaone koordinate ¥ uvesti koordinatu £ me-—

renu duZ ose rotacije hiperboloida (S1.21 ).

X
Y
[ 81.'21 )
Jedna&ine (IIL27a,b) mo¥emo, stavljajudéi
Ro=Kyem¥ ; R;=-F A _ Kot

i £ de oz
JR _
% - aan

orevesti na sledeéi sistem jednadina:

dless £, sm2e + 2800s¢ Mew, - 2Ry,
oz Kome "

vl ( TOTeL /L £ (IIT.37a,b)
+ No /Y'n sme .Z-n =0 ) . a

i/o\_fe_& Ko s+ (%sm‘c’— —R/T—" C@'ﬁ) Ner,
< 5

+nlNes, +/\‘.;'()’é+.¥"c@‘t’)=0 :
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Treba primetiti da polupreénik krivine ff4 ima negativnu vred-
nost K}=-/?. Ovo preoizilazi iz &injenice da smo prilikom iz-
vodjenja jedna&ina (III.27a,b) smer unutra®nie normale usvoji-

1i kao pozitivan.

Daljnim saZimanjem jedna&ina (III.37a,b ) nalazimeo
d ﬁv fu-) AYY N 5 (X m_
— -+ =0
- S v hren S om’(z” 2 .
(III.38a,b)

i/—m?m)ﬁsmi‘ﬂqk nNew,+ Ko (Yn +,Z,,c13;f)- 0.

Uvodjenjem novih nepoznatih

Un (z) = Neen K,&m?’,

(III.3%a,b)
2
\4;ﬁ;) = }M49¥?4?/T: )
i stavljajudéi
Cate)==Fo (Y + Zncl5e)
ﬁ (II1.40a,b)
Dﬂ{z)a E (Xw+5mf2ﬂ)
prethodne jedna&ine moZemo napisati u obliku
dVate) - Zhec Unte)= Dnte)
(III.41a,b)
dln® , n
Do, Vn{z)-C.'n(z)
dx R
Jedna€ina meridijalne linije rotacionog hiperboloida_glasi
(sl. 21 ) =
K xt_ 1
Cta éﬁl b

gde é predstavlja imaginarnu poluosu hiperbole.
Dalje dobijamo sledeée relacije

a LY -
Fouf|/br2? , clye- Lo fg , =g
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. e-1l/re £2o o=
sm¢ Kz L Koy 27 ¢ Kz

i
-3 ff;z »2 a
ﬁ’zga.,"f-ﬁ(f-\!-!—dz %2 P K’Qz 2('07,‘1"?

Eliminacijom nepoznate V’n (Z) sistem diferencijal-
nih jedna#ina (III.dla,b) prvog reda moZemo svesti na jednu
jednadinu drugog reda u kojoj figuriSe samo nepoznata U‘n(z') !

piferenciranjem druge jednacine (III.41b) nalazimo

dPlniny , d (n n dVut _ dC
—"-zLdz + = (%1)Vn(z)+ﬁo1 a?zz i af;(z) _

UncSenjem vrednosti za Vh,(z) 1 —J—Jv/:#- iz sistema (III.dla))

imajuéi na umu da Je

d n -3 4 0 - e
g (R)-2nR G- Inr

dobijamo kona#no:

dUntz) | 2022 clntz) n*
22 & R % +ﬁ'ﬁ,sm3$e Untz)= (ITT.42)

=%§i+ze{1€, cﬁ-%p,z .

o

Primenom metode kona&nih razlika, deledi interval
—h’sz_g hy na M jednakinh delova, prethodnu diferencijalnu
jednadinu moZemo u svakoj podeonoj tacki ’mrm=011,2...M) inter-
vala prevesti u linearnu jednadinu.

stavljajuéi, naime

dUn@)) _ Unmtr  Unm-1

az /m ZAZ
(d’Uxﬁ?) o Un met~ 2Unm  Unm-1
dz? /m Az*

gde je AL (sl. 22a) razmak izmedju podeonih tacaka dobijame
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Uan, em-1 Lim,-1

m-1 -4
AZ AZ
u“\ﬂ m Um‘o a
AT AZ
Um,?ﬂ+‘( R U, 4
a) b)
( s1. 22 )

za tacku M(m:Qf,Z...M)sledeéu linearnu jednadinii:

('”} (q!} n) r’?)
Unm-1 J’"f’”’"+U"m5m.m+Un,m+1cgm,m1= mmo , (Lie43)

gde je

(,;;4= 1 o2 Zam
1 ) 422 AZ ;Eam
n
mm = 'n'z 3 - 2 ~
Kom Nom, SIN%E0m  AZ*
m) z
v m,mf= + “

Az%2 A7 Kon,

Refenjem sistema jedna&ina (III.43) zajedno sa 2
uslova na konturi ljuske, koje treba takodje izraziti putem
kona&nih razlika, dobija se redenje zadatka za opteredenije
dato izrazima (III.24a,b,c). Superpozicijom ovih redenja za

n_,»]rsz dobija se reSenje ovog problema.
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Brojni primer
Na (Sl. 23 ) data je ljuska oblika rotacionog hiperbo-—
loida sa njenim osnovnim karakteristikama. Geometrijski poda-

ci potrebni za proracun dati su u narednoj tabeli.

m Zmm ﬁ"om Rdm sz
0 -20.000 24.037 94.681 25.628
1 -15.000 22.361 71.458 23.333
2 -10,000 21.082 56.257 21.545
3 - 5.000 20.276 47.735 20.397
1 0.000 20.000 45.000 20.000
5 5.000 20.276 47.735 20.397
6 10.000 21,082 56.257 21.545
7 15.000 22.361 71.458 23.333
8 20.000 24.037 94,681 25.628

9 25.000 26.034 127.574 28.306

10 30.000 28.284 171.982 31.269

E%L 35.000 30.732 229,869 34.444

12 40.000 33.333 303.272 37.778

13 45.000 36.056 394.272 41.231 i

14 50.000 38.873 504.980 44.777

|
|, a=20m | O=20wm)
1

| |

es h ] =1
A =tom
f
e
et Kot
a ——
T
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Ljuska je opteredena vetrom tako da je
: N

X=Y=0 , Z"Zoz_?m(z) Co5 NS
n=

gde je
Zn = =) SN Ky
Vrednosti P{t)i Kn imaju sledede znadenje:
fﬁ&)- osnovno optereéenje vetrom date propisima
AZq - koeficijent opteredenja, koji se takodje daje propisima
ili dobija na osnovu ispitivanja.

U ovem primeru usvajamo}ﬁ*ﬂ=const =1 kN/mz,

K,=-07 K4=08  Kp=Ky=12

Raspored opteredenja po obimu paralelnog kruga dat je na

(51.24)

Gornja kontura ljuske je slobodna tako da su graniéni

uslovi na tom kraju
2-64 ) AA(::A‘Q[ =0
£4z0==0 j) Mﬁﬂ”(?

Na osnovu jedna&ine (III .41l b
izraziti prekc promenlijive Zﬁn (S1, 22D) .

Un-r—U'n—? =C’)10
2 Az .

Ly 1 = Un1-2Cno A2 5 (IIT.44)

odnosno

} drugi uslov moZemo

odnesno



Nose

N o

ki o,m Nogeo
0 0.000 0.000 —24.037 0.000
1 49.671 2.318 —23.118 0.000
2 91.193 4.421 —22.775 0.000
3 123.796 6.142 -22.500 0.000
r 146.423 7.321 -23.254 ~0.000
5 158.005 7.839 -23.626 0.000
6 157.810 7.650 -24.012 0.000
7 145.612 6.795 -24.580 0.000
8 121.507 5.304 —25.497 0.000
9 86.166 3.599 =26.833 0.000
10 39.758 1.554 —28.567 0.000
11 -17.233 =0.628 ~30.638 0.000
12 ~ —B84.486 -2.873 -32.976 0.000
13 | -161.753 =5.130 =35.510 0.000
14 -248.816 =7.374 -38.219 0.000
m Usm Nie Ny Nises-
0 0.000 0.000 -24.037 0.000
1 62.999 2.940 -23.321 -3.261
2 146.502 7.102 -23.802 —14.244
3 248.931 12.351 =25.553 =19.579
4 364.384 18.219 -28.097 -23.474
5 183.669 23.997 -30.530 =25.532
6 597.613 28.970 -32.177 -26.003
7 700.210 32.676 -33.031 =25.570
8 789.428 | 35.016 =33.515 =24.921
5 866.044 36.169 -34.059 -24.485
10 932.086 36.432 ~34.908 —24.434
11 989.782 36.098 -36.141 -24.780
12 | 1041.095 35.397 -37.743 =25.467
13 1087.593 34.494 -39.663 -26.428
14 1130.476 33.498 -41.843 =-27.597

Usm

Nz

I\éaﬂ

Nz.'e&

m
0 0.000 | 0.000 -24.037 0.000
1 102.981 4.806 -23.930 -12.275
2 309,384 14.998 -26.826 =22,801
3 602.493 29.893 -33,049 =30.344
4 938.356 46.918 -40.852 -32.821
5 1258.913 62.461 —46.965 -30.209
6 1520.447 73.706 ~49.310 -24.832
7 1712.057 79.896 —48.449 =19.675 .
8 1850.067 82.062 -46.249 -16.617
g 1961.030 81.899 -44.206 -16.065
10 2069.184 80.878 | -42.989 -17.577
1 2191.970 79.942 —42.711 =20.497
12 2340.326 79.571 —43.245 —24.268
13 2520.495 79.939 —44.415 -28.507
17 2735.562 81.059 -46.061 -32,975
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gde e Urn,_-j ekétrapolirana vrednost za tadkuM =-1 izvan
oblasti.

Jednadinu (III.43) napisademoc u obliku:

() ) m) i
U mrt = = m, cfmm mecf = Unn-g &mf (LT 42
", o

za tadkuM =0, imajuéi na umu uslove (IIT.44) na konturi,

dobijamo:

(m)
Ung= - («) ) (Cfﬂ,o +2CmJ‘, Az) (IT1.46)
Jﬁ.f &;-f

Poc¢ev od tatke M =1 vrednosti U"-'.z' U.,,J ..... U,,’M sradu-
navamo direktno iz izraza (III.45), koji u stvari predstavlia
rekurentni obrazac za sradunavanje pomenutih vrednosti.
Proradun veliéina UW,W rNsem ’ NAQ-M rMP&m dat
je u slededim tabelama.
Dijagrami prese€nih sila u pojedinim presecima za
M =0, 1, 2 kao i zbirni dijagrami cati su na (Sl. 25a,b,c,d).
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{ Bl. 25a ) |

A5 \
' (NZI‘F)Zr_za 3] (N*)z P
# ( 51. 25b ) b g
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| (N 0 d-)

Z=20

( 81. 25c )

119,182 49442

( sl. 25d )



BEZMOMENTNA TEORIJA CILINDRICNIH LJUSKI

1, Osnovne jednaine ravnoteZe za proizvolijan oblik

preseéne krive.

Za sistem glavnih koordinata izabracemo odstojanje X
od nekog unapred odredjenog poprednog preseka i ugao e koji zak-
lapa normala u posmatranoi tadki sa pravcem neke unapred odre-

djene normale e PO gy

(NI.“' %—%dx)Rd‘ﬂ
%{.ﬂ ” %%PJI)E de
il

(Vex+£hes de)ax

(Nfe+§%?de)dx
gsl. 27 )
Koordinatama % i ‘lo odredjen je polofaj svake tacdke
na srednjoj povrsi cilindri®ne ljuske. Ordinata Z , kao ods-
tojanje od srednije povrii bife pozitivno merena u pravcu un=-
utrasnje normale, Kao presclne sile javaljaju se N:.\: ’ Nyi/vx:?F/ng
Uslovi ravnoteZe sila koje napadaju elemenat iseden
iz ljuske sa dva para preseka & i &X#alfodnosno i rdy
(S1, 27) daju:

%—‘ﬁi@— + Qﬁg"f: +X=0, (TTT.47a,b,¢)

1 9Ne , aMex , Y.
Kot " om + Ya0

e vz-0.
Kao 5tc se vidi iz ovih izraza preseéna sila N?za‘u—

si samo od veliline opteredenjaz na tom mestu.
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Integracijom ovih jedna&ina dobijamo:

Np=-ZR,
/\/ /()/4__1_9”99)0& +C.,(‘:") (ITI.48a,b,c)

A/x=—f(X+A%g~‘;§)o’x +Ca (%)

. Specijalan sluaj predstavlija optereéen]eX=Oa Y:L
f_‘ su nezavisne od koordinate XL . Tada imamo:

N¢=—ZA’)
Neaom— (Y+_Njf__§%’)x+ Cy fe) , (IIT.4%a,b,c)

e e G FA G et

na cilindriéna ljuska

a) Presecne sile za proizvoljno opteredenje
Povr¥insko opteredenje moZemo uvek predstaviti u ob-

X=2  Xncosn¥
m;o

Y=Z \,égsjypypy (III.5%0a,b,c)
n=7 )

Z=-2 Zncosn?,
M= O

likus

gde qu'n, )'7; ,Zﬂ poznate funkcije koordinate I aMdobija vred-"
nosti 0,1,%,3... Vrednost ﬂ-OOdgovara rotaciono simetriénom op-
Le rcéc,n]x ¢ pa je razumljivo Y=

Posmatracdemo samo jedan &lan takvog opteredenia i za
njega potrafiti refenje. Ukupno refenje dobija se superpozicijom
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redenja za svaki €lan opteredenja. Tako imamo:

X= Xmcosn¥ | Y= 'Ynsmny , Z=Zmcosn¢ 77T

Presetne sile dobidemo integracijom jednadina (III48a,0.0)
A/p“ ‘Zn acosne ,
Nezx =-snm‘£f(ﬁ¢ nZn )dz + C,(e),

Imajudéi u vidu da je
4 MNex __m 1 dCsle)
a 9?9 = a w‘ﬁ”“‘d (%7 +Z?‘J ?7)0/1 + ‘a— ?({?__

dobijamo:

Nx=—%cwnwfﬁ(na-?z/ﬁ+n2n ol [de- 2 d——“-’——d‘;( Ly Cl) (ras

U specijalnom slufaju kada je Xn’Ga }";7 1 Zm
no od X jednaéine (III5Za,b,c} moZemo integrisati u za :
obliku. Predpostavimo 11 funkeijeCy(€)i Cz{t’}kao periodidne funk
cije od I :

Ctle)= 74 smne
Coe)= Azc05m¥

pri Zemu su 4-, 1/ xonstante, tada iz jednaging (III52a,b,c)
sledi:

Ne=-Znacosnt
Mﬂ.z=-[>?:+?72w)x Aifsmny (11753, 5,

Nx=/ﬂ_/‘¢,+?72w)—-—4 /H:L/cm

(III52.a,b,c)
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b) Deformacija
Pomeranije tacaka srednje povrZine ljuske opisademo ea
tri komponente pomeranja il , A* , & u pravou X, '€ i Z
Posmalrademo elemenat iseden iz ljuske duZine O/-Z-“r i

adk (s1. 2.

Saop3timo tadki A (s1.28 ) pomeranja L i 4%, Njen novi
poloZaj bide tadka 74" . Taika E)na beskonadno malom odstojaniu
dCE pretrpecde pomeranja

2u 2u

Sli¢no tome se i tadka Cna odstajaniju adtpomeriti za

a+%d@ ; u+%d€ ,

Razlika pomeranja tadaka 74‘31 5 u pravcu & ose podeljena sa
odstojanjem d-’-l: daje dilataciju 6.?;

u
6x= u-f-g—a—:dx—a _ Du

= 2 (I1T.54)
da X

Razlika u pomeraniju €& tadaka 71' i C doprinosi promeni duZine
(22

ad¥ . Deo dila taci je flg izazvan ovom razlikeom u pomeranju
Jjednak Je

gr veBbdew gy
ade aze 7
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Osim toga ¢e luk ad¥ izmeniti svoju du¥inu i usled pomeranja
Wy pravcu normale na srednju pevrinu.

Nova duZina (S1. 29) je zanemarujuéi male veli&ine
vieg reda jednaka (q,—ur)d'e . To daje drugi deo dilatacije

Ee:

_(a~-w)de- ade W
“—a

adte

pa je ukupno:

6{,:.9/_""__“_"; d (III.55)

Na kraiju menja se i prav ugao izmedju linijskih elemenata dzx
i aa% , %to daje deformaciju klizanja:

A o= (_aidmi PU qale|_ A4 _ ¢ 4 JU (T11.56)
2 Bz )d:c+ ade ade ox Ta de

Imajuéi na umu veze izmedju komponentalnih deformacija i prese-

gnih sila dobijamo:

94} w _ 1 s
B =75 (M- 1) e

9_¢L+ 2{’/4-1)) Neve

Pl aa’cc

Iz ovih izraza mogu se srafunati pomeranija kad su zadate pres-

etne sile.



c) Primer

KruZna cev opteredena na konturi (Sl. 20),

Nxtp

A
( 81,30 )
Opterecdenje gilom G’. na kraju neka je takvo da je ras-
pored smicudéih sila za Z=Q:

Nx-e=];% SR

Granitni uslovi su sledeéi:
=0 Ne=0  New= Tre

Na ognovu igraza (ITT.48a,b,climajuéi na umuove grani¢ne uslove

dobljamo:

Me=0

= = a (LIL.58a,b,c
Nee 04(@)_%5!?2‘6 a,b,c

Nxz—}%xc‘asﬁ

Pomeranje {4 moZemo odrediti iz jedna&ine:

du A - _ a
?_f—EI(Nx v N )= Eh g TS

Z%05€ + Cax te)

. 23
2ETR?A
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Funkeiju Cg('ﬁ)odredi{-e;uo tako Bto demo staviti da je za
;L-E pomeranie U= Q0 :

pa Jje

- (- =* Jeoste
2E 7rmh

Ako je cev ukljeltena za x=£ moraju biti zadovolje-—
ni uslovi Y=4r=W= (). Prvi smo uslov ved iskoristili. T us=
lov za ¥ moZemo integracijom jednaine (III.57c¢) iskoristiti
jer demo imati novu integracionu funkciju C4(Ce }nu raspolaga-
nju. Pomeranje W sledi tada iz kona&ne jednadine (III.57b).
Medjutim, sada viSe nemamo slobodnih integracionih funkeija po
@ da bi uslov W=0 ispunili..

Iz ovog sledi da nepomerlijivost tafaka oslanjanja u
praveu Z pri membranskom naprezanju nisu ostvarljiva. Realni
uslovi oslanjanja izazvali bi savijanje ljuske i odgovarajude

preseéne sile na krajevima.



SAVIJANJE KRUZNE CILINDRICNE LJUSKE PRI
ROTACIONOD SIMETRICNOM OPTERECENJU

Jedan od svakako najjednostavnijih problema iz teori-
je savijanja ljuski je cilindri€na ljuska pri rotacicno simet-
ridnom opteredenju, U tehnifkim primenama ovaj zadatak se jav-
lja takodje testo. Te su pre svega cilindriéni rezervoari opte-
redeni vodom ili razliditim teénostima odnosno gasovima, kao i
druge konstrukcije cilindri&nog oblika kod kojih se javlja ro-
taciono simetriéno opteredenje.

Isecimo iz ljuske elemenat (S1. 30) sa dva para pre-

seka & 1 X+drodnosno ¥ 1 Prd¥.

R

( 81. 30 )
Pretpostavljajuél rotaciono simetridno naprezanije i
deformaciju sledede presedne sile bide identi®ki ravne nuli:
N‘r"x=7i:’= M‘r".:czo)
dok su ostale samo funkcija koordinate X .
Isto takeo je i opteredenje y’u praveu tangente na
krug jednako nuli.
Opterecdenje u pravcu X ose X}uy izaziva samo presed-—
ne sile A%t . Njihova velidina za zadato opterecenje anmie se
sradunati prema jednaéini:

N
Ne=gym



gde je sa A/ obelefena ukupna normalna sila za ceo popredéni
presek silindra kao Stapa.

Opteredenje )( i preseé&nu silu Aér demo zbog toga isk-
ljuditi iz daljeq posmatranja pa je ukupan brcj nepoznatih pre-
sednih sila jednak 4 i to sn Mx, 7_1.‘ i N‘f,

Uslovi ravnoteZe sila koje dclujﬁ na prikazani eleme-
nat ise¥en iz ljuske daju dve jednadine za odred]ivanje presel-
nih sila.

Zbir momenata svih sila cko tangente na krug daje:

%%—T:c:@ , (ITT.59a)

a zbir svih sila u pravcu normale na srednju povrsinu:

}23/, +a’7§; 1 7=0. (I1T.59b)
Ukupan broj nepoznatlh u ove dve jednadine jednak Je

3 pa je zadatak statiéki neodredjen. Da bi ga resili moramo

posmatrati deformaciju ljuske. Izrazi za komponentne deforma-—

cije Exi (ff odnosno ‘Plf:c tattke srednje povrii putem pomera—=

nja izvedene su ranije prilikom izuéavanja membranske teorije

cilindridénih ljuski. Tako imame (imajudi u vidu rotaciono sime-

tri¢nu deformacidju):

@
Cx= g%‘- 2 5((-#——5- )
Osnovna hipoteza za savijanje tankih ljuski je, kao
gto smo napotietku istakli, tzv. Kirchoff-Love-ova hipoteza o
upravnosti normale na srednju povrSi ljuske i posle deformacije.
Iz ove hipoteze sledi neposredno da je pomeranje proiz-
voline tadke ljuske u pravcu &L ose ravno (81. 31):

uz—_-u_d"*z
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pa je dilatacija fx;: %/;-i vlakna na ostojanju £ od srednie
povrsi;
dﬂ
52:z=ﬁ3—;fz +g—;‘ (TTT.60)
S obzirom daje s = #+ imamo:
Eg=- (TTI.61)
Na osnovu Heook-ovog zakona nalazimo:
é E (5 A c/ W _yu du
op = 2.+ VOe }) L
(,f_ U") 3 z dx

(TT'E 62a,b)

%),

du)

6”—(7 *‘)(6w E“n) = (a

pa su pv esecne sile odredje*ne slededim izrazima:

dur p W du .
—y ( g dx)dz
‘4/9_
- f/ze’ G/zar
hiz .rfgﬁ ))2-) o x? (III.G3a,b,
/V [G'dz_ (__ w-)
_;, ’f—-)’z
/26/2 s

- - L [fw _ydu  yyd'w du
& /@dz o e *”def)dz“f_yz(a,“’
-k ~hfz
beleZavajuéi
Ol J K E/T_b
imamo: /'fz (f'r vl)
”‘“K da:' (LI1.64)
du _ Yy
ld a

tako da se izraz za N‘{ mo¥e konadno napisati u obliku:

Iz izraza za A/x‘, proizilazi da jJe

>

V== Eh L (xrz. 65
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Iz uslova ravnoteZe mofemo eliminisati lransverzalnu silu T.x.,

pa dobijamo jednu jednadinu u kojoj figuridu nepoznate ﬁﬁri fﬁe

M

Fe=2% )
oM, N
i s

Uncseéi u ovu jedna®inu izraze za M.t i Ng pubem pomeranja tr
dobijamo kona&no diferencijalnu jedna®inu cilindriéne ljuske

ri rotaciono simetridnom optereéenju:
0/2( dﬂfd‘) E}LM Z (I1I.66)
dz*

Ba ljusku konstantne debljine tj. za A,—const. imamo:
+__gdi:__2_a)
dz? 7 a2p®

7 6’1‘ V=)
dbeleZavajudi qa/3 prethodnu jednadinu moZemo napisati

u sledeéem obliku:

3_42“_4‘4ﬁq”= FZ- (IIT.68)
z

Redenje gornje jednadine prikazacemo kao zbir opdteg

. (ITI.67)

refenja homogene diferencijalne jednadine i partikularnog integ-

rala nehomogene jednatine:

W= Wy + e™ @‘, aspr + C2 sm/&z)+ e-ﬂx@.,cagax +Cq 3'7?31)

(ITT.69)

1. Duga cilindriéna ljuska

Uzmimo kao primer ljusku beskona&ne dufine (sl. 32) op-
teredenu na jednem kraju ravnoemerno rasporedienim momentom
AL i transverzalnom silom 7;

U tom sluCaju je:

Wo=0



[ 81. 32 )

Ravnoteini sistem sila 7:) i momenata Mo izaziva uti-
caje koji opadaju udaljavajuéi se od opteredenog kraja lijuske,
pa je za ZX-»oo,

w=0

Cq:Cz=O -

Izraz za ugib je tada sledeci:

~B,
Ww=¢& (65605/@1‘, -+ Cqsz?nﬁx) . (III.70)

Konstante C}, i Cq odredjujemo iz grani¢nih uslova za x=0 :
o w-
Mx=“K(dma)- Mo
R-K(%3)- T
Diferencirajuéi izraz za W dobijamo:
L
% -pe (-C”C,)cmfm +FC5-C4)51?73§
2 a TP%
3;2’:2/5 e [_ CqC03p% + Cs, 5/97/5:1:]
3 3 A% -
%= 2p°€ /V(Cq-f- Cs ) oz + (Cy Ca)sm/ﬂj]

Na ospovu izraza (III,71a,b) nalazimo:

iz Cega proizilazi:

(III.71a,b)
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Q[szC4= Mo
_ZﬁbK(C4+05)=7; s

Mo
odnosno: Ca _2/35/( /7- +/5MO) 2 C|4 = /;;5/(

Kona&no dobijamo:

- KZK_ éﬁz/-(]ﬁ M/&)Cos/ax—Mﬂ[& smrsa_:/,

(ITI.72)
Uvodjenjem funkcija:

Yt )= e-x/coooZ + 5/7d) =27

-
Y= (cosal— simel) Y=—26€w

—al ! (III.73)
Ow)= € cose. Or)=— P )
Jew = ééma( r' = l}”fez) %

gde je O(-/-“C, izraz za Wi njegove izvode moZemo napisati
u slededem obliku:

4
== gask [P Y +73‘914x//
%.—. Q;Q'K /éﬂMcﬁpx)-# Is lff/ng (IIT.74a,b,c)
d ; =,_/31;_< PMgrﬁ’ﬁx/wﬁ Eﬁpxj

dx
d > Yoz
dx® i ’]
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Funkcije ‘f’ P Ilt/, ‘&1}‘ prikazuju tok promene veli&ina koje de-
finisu uyib i naprezanje ljusgke, Sa slededeg dijagrama vidi se
da vrednosti ‘f ‘7" (e isto toc wvaZi i za'@’ }’) veoma brzo

opadaju sa porastom /52 Tako se vecd za ﬂl‘}s mofe smatrati da

su svi uticaji tako mali da se mogu zanemariti.

'O:'q I 'l.!) l
04 1
S|
o —-A — P e — pm
/1| i
I Je [
/
10 D
0 4, 2. ) 4 =

Liuska takvih geonetrljsklh karakteristika da je
/.5!)5 gde je e duZina ljuske, opteredena sa T odnosno M
pona8ade se kao ljuska beskonadéne duZine.
Ljuske za koje vaZi redenje (III .70 ) spada-
ju u klasu tzv. dugih cilindri&nih ljuski.
Pojam duZine treba shvatiti uslovno jer njega odre-

djuje izraz /bé
f'é‘ V..’J{'f Vi) ¢

Iz ovog izraza je vidljivo da vrednost graste pro-
porcicnalno sa ¢ ali obrnuto proporcionalno sa ah . Smanje-
nje ili povedanje polupre¥nika @ i debljine ljuske A takodje
utic¢e na to da li ¢e jedna ljuska biti duga ili kratka.

Kao prvi primer uzmimo cilindri&nu ljusku prikazanu

alsl. 3’_‘.)foptereéenu unutrasnjim pritiskom Za—fz) :

Partikularni integral predstavlia rescnje za cilind-
ritnu ljusku prema bezmomenltnoj teorijl. Naime, za opteredenje
Z i za ljusku sa slobodnim krajevima vaéi_ resenje prema bez-

ra

momentnoj teoriji, pa imamo: WO ==

Eh
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(E
Y Mo
R EEREERN
7 5 |
PSR S | D S FO
K ipi 'EER
4 M,(
22 1Te
( 81. 33 )
Izrazi za ugib i nagib su sledeéi:
e f' Pa
we-—1__ -
m{ (MpY+ 79)-£4
(ITT.75a,b)

I—z’/s_"/? (2/3/%@ %e) _

Grani¢ni uslovi za ljusku totalno uklje#tenu na le-

vom Kraju su:
L=0 y W= Ei&f.. 3

pa nalazimo:

725 (2Mp2T)=0,

i zatim:
Mo=/?5795. >
2 (I11I.76a,b)
.
b V

i konaéno:

W=- PZ;‘%TK (yj—‘?ﬁ')-f--f-%’z—]‘ (IT1.77)
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Slededi primer je rezervoar ukljedten u temelje i is-

punjen te&no5¢u (S1l. 34).
Opteredenje rezervoara je:

Z:—J"/e'—a:) (TTT.78)
o WG=_M {III.79)
Eh

a izraz za ugib

W= — !'K [MOF,V 7“1?/ «f"((x) Q2 (TT1.30)

Iz graniénih uslova

! ' de )
odnogne iz jednalina

g (M %)=~ 5 ¢
_4“7(_ (2M0/5+7Z)=_?0:h_

nalazimo vrednosti Mas, 7:1

Ma—z Yaﬁ /6K (775?)

(III.31a,b)}

i kona#no regenje za ugib:

e -J"a.e Z,;____\{(Fx)_,_ J‘{F,xz/ (ITT.82)
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Za NE’lMx, prema (III.64) 1 (IIT1.65) nalazimo:

Ny-fea[f—g}“— ‘/st)'*'%é ')’(/.‘;sc‘)/
Mo = Kd“r Q{H"ak’é f[/svc)-i-('fﬂi.@//mc]

(III.83a,b)

ra f= 8,007? Q-40 4-—@20 f-e 'fOK%s F= 2’7X70%prlkazanl

su na (S1. 34 )dijagrami NV

s T

—_——————— —

| a=<4,0m

¥

S1. 34 )

o~
]
&
g M T.
X x
k’— |3 m—_
@
\
\\
E-"Ne N K
7777 ﬂ\ = ED —
7 Y
" 520 kN fm! 16,906 KNm /m' 52,060 KN Jm!
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2.Primer prorafuna cilindri&nog rezervoara sa krufnom plodom

slobodne osleonjenom po konturi

Armirano betonski rezervoar prikazan na(sl. 35)napu-
njen vodom, predstavlja sistem sastavljen od cilindrine 1juske
i kruZne plofe. Izvr&idemo dekompoziciju sistema na cilin8ridénu
ljusku i kruZnu plodu. Na taj nadin dobijamo tzv, osnovni sistem,
pri Zemu na svaki deo deluju, pored zadatog opteredenja i nepoz-—
nati momenat savijanja A+ i horizontalne radijalne sile Az ,

kako je prikazano na(sl. 36.)

i

=== |

| l

| G20 § :

l e !

| i !

~ ¥ !
g0 | e

Pay ¥ Xy Lo ‘ D ¥
[ INA ! AN
a=40!a=407 X5 | __/;1
{ 1. 35 ) ( 8l. 36 )

Za cilindriénu ljusku nalazimo:

pe Q%LJ = 1,496191

pl= 11696 ,

pa se ljuska moZe smatrati dugom cilindridnom ljuskom.
Krutost ljuske i plofe su sledede:

Koo _ el
E  12(1-v%) = 0,68 10”

Kn - _Sn° __ 237.10"
E T 209"
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Uslovi kompatibilnosti deformacija duZ kontakta plole
i 1ljuske mogu se izraziti sli¢no kao i u metodi sila linijskih

5'")(1"' CS;EX:: + 070 =0
‘521)(1"‘ 522>(2+ng0 =0

pri gemu koeficijentié}g (L}K =1,2) predsta:vljaju odgovarajuda

(ITT.84a,b)

relativna obrtanja odnosno pomeranja sufeljnih delova za jedini-
¢ne vrednosti sila Xx =1, a vrednosti Cfg iste uticaje izazvane
zadatim opteredenjem. ‘

Za cilindriénu ljusku ove vrednosti su date u tadki 1
Tako je obrtanje izvodnice za X=(Q , izazvano momentom X7=7jed—
nako (sl. 37 )

cL
£6,- 1
k%L/S
a horizontalno pomeranje izazvano istim momentom

“ 4
E&M_z_@_ﬁﬁ 341,947 .

= 999,788,

( 81. 37 ) ( sl. 33 )
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i dalje na slifan nadin za XQ_ =1

(]
-1
Eci;g_zrﬁs.= 233,905

cL
g T
Edp= P 347,947

Za krufnu plodu vrednosti é:'x_ nalazimo na osnovu pog-—
lavlja o savijanju kruZne plo&e (ploZe napregnute na savijanje,
tatka 6.2). Za opterefenje momentom X-] =1 na konturi (sl. 39 )
dobijamo:

* dw] - a
Eg'”:(o’r' Ia Kn(1+v)

fto daje

ES = 1993,355 .

Treba napomenuti da se znak za é}x. y kao i u teoriji linijskih
nosada, odredjuje prema gszitivno usvojenom znaku za Ad =1.

Koeficijent 6;2 {sl. 40 ) edredijuje se kao pomera-
nje 44 ploe napregnute u svojoj ravni za F=C. , 2 usled opte-
redenja Az =1 .
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Za taj sludaj opteredenja je
_ Br? = 1F, oF
Iz graniénog uslova:
r=a Ne=-1
nalazimo
E§='“é% )

pa je:

A41= /Mf==v 1
i dalije
Ep=-Z (1-v)
=g [ :

Radijalno pomeranie {L dato je sa: U=—r£le 3
pa je:

Edy = Ele) , =% (1-0)= 11,200,

rx n
Koeficijent (5\12~‘=d;1 jednak je nuli,
Ukupne vrednosti koeficijenata CJL; H

ci
C;i:"' e + é;xn

date su u sistemu uslovnih jednaéina:

X'f Xz d;
2495 | 0341 -238,155 107/E

0541 | 0245 | 6,400 10/E |
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JCL cl
Slobodni &lanovi O4p i o za cilindriénu ljusku (sl. 41 )
dobijaju se iz refenja prema membranskoj teoriji:

2
Edio = %L 0,800+10°

Edp= _‘f{Lz &,400+10°

13 P
Vrednosti (Yo i: (5;0 nalazimo iz reSenja za slobodno oslonje-
nu plofu opteredenu ravnomernim opteredenjem Z= F( (sl. 42 )

a_ dla . 270" "
Edy, 3% 7] 238,953x10°, Fdyp=0

S20

{ 81. 41 ) ( 81. 42 )

Ukupne vrednosti d;o i é;o date su u sistemu jeda-
¢ina. ReSenjem sistema nalazimo:

Xy= 122,546 kNom/m'

Xp==197,076 kN /m’



- 67 -

Pojedine uticaje (sile u presecima i pomeranja) nalazimo super-

pozicijom za svaki deo sistema:
2320 -+ XT'Z'I + XzZz

gde su .Z, ' 21‘ ,Zg uticaji izazvani opteredenjem, mt.Jmentom sa-
vijanja )(:; =1 i silama Xg =1.

Dijagrami preselnih sila i pomeranja dati su na sle-
de¢im slikama.

\
& =) 7,801 \
422,744 KN /m'
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122,546

My Ta
é &)
9,076
=— a
— )
122, 546 kNm /m! 177,076 kN fmm’
|
|
My {
i
£
E
z
;
-
N
=

( S1. 44 )
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3. Kratka cilindri&na ljuska

Redenje diferencijalne jednagine
4
dw 4P*w=o (I11.85)
dx9
prikazademo primenom hiperbolickih funkcija u obliku:

w= Cichpreospz + @c}z/bu: SImBET +

40—55/1/:1605/52 + C-.’:;Sﬁ/jxsmfam i e
Uvodjenjem funkcija:
€ p)= Chol cas
Colet)= _g-(c/mfsmaa * s/mzcosod) (ITI.87)
g )= élezc(smcf

%4(94):%(&1«%- shetorst)

izraz za ¥ moZe sc napisati i na slededi nain:

=G p0)+ GG pz) +CsGpx) + Cotugpy T
gde je Od=/?’m .

| | € | e |
4y |4y |-4 |-4'C,
-4 | -4
Co | €y |-4C4|-4
Cx | Yy | €1 |-4%€a

2l |3
&
1
kS
£

Za of=0 imamo:
ler(O):'f : ﬂ(0)=f5(0)= \64(O)=O .
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s
Funkcije (ﬁn@(j ;™M =1,2,3,4 imaju tu osobinu da prilikom dife-

renciranja prelaze Jjedna u drugu kake je to prikazano u pret=
hodnoj tabeli.

1 >

2

4 ( sl. 45 )
Treba primetiti da se taj prelaz odvija u odnosu na
M onako kako je to prikazano na krugu (S1. 45) idudi smerom
suprotnim od kazaljke na satu. Pri prelasku salfl=1 naM=4 tre-

ba izvrSiti mnoZenje sa faktorom -4,
Posmatrajme sada cilindriénu ljusku kona&ne duZine &

{51. 46) opterecenu spoljnom transverzalnom silom Xz i podelje~
nim momentom savijanja Xf .

. X’i)q

S

XT)X‘ ( 81. 46 )

2
L ¢ |
I B
za X =0, s chzirom da se radi ¢ slobodnom kraju, mo-

raju biti zadovolieni slededi grani&ni uslovi.

x=0
o wr_ 5 .
.__5_0 5 d_ui=o

x

~

Za :c=£' datil su uslovi:
2
3
X Ly X
dz* K °~ gz K /
Iz prva dva uslova sledi: 05 -—04 =0
pa imamo:

w=C; ﬁgex) +Cks ‘é(/s:c) .
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Druga dva uslova daju jednadine:

o3
%(gﬁ)l_e=4cf&g¢w—4ce&@f»=-,%/% ,

1(dW) ~4C L e
F(o’x” =t 1 rﬁ@lj 462%?’0 /%/E!v ‘
ReSenjem nalazimo:
Cmgigwa [PXtp9- xatpy]
4
Cz-ékﬁziﬂigﬁa—ﬁ%gﬂij/) (ITT.8%a,b,c)

A= %}9()— &0 Gy =$5/z§(3m§/—~ai A sm¥ +
+ éf-.s!i%{cos’a( - £ @é’o'(— sim¥)

i kona&no

W= #a;@%@ﬁ*ﬁ Epo) Ciipz)-Yapy) Gypz)

(II1.%0)
+ Xz [ Capee) ‘t}([m) - Cafpo) € rp% )

Uzmimo sad kao primer rezervoar duZine g ispunjen
tednoddu za koji pretpostavljamo da je /5(—"-5, tako da se mo-

ra analizirati kao kratka ljuska.
Iz grani&nih uslova L£=0, 7J-C.=M:c=0imamo kao i ra-

niije 05=C4= 0 5

Integracione konstante u regenju



= 7Y

W= Cf‘ﬁ;(/jx)-ﬁC‘g‘&[px)_ y (ITT.91)
nalazimo iz uslova
dw
- / wWes—=
x=£ o o,

odnosno iz jednacina:

Creup )+ Cate(pe)= Ha-e

2

(III.92a,b)
- _ 4”1
9C1€4(p8)+C2%,/p¢) %7/7 .
ReSenjem nalazimo:
Comf £t fe,pe)- Lapy/
(ITIN3a,b)

Cga— 'H‘" [ E,&se)]

gde je:
A= YPpt)+ 4B ) G s

Izraz za ugib napisademo u obliku

W'———h( -@--C,-V,Fm) Cz%f/sxi , (1TT.94)

gde je:

=~ __FA - Eh
Cr= ?”'a.’fa (12" 707 G2




LR s 1t Tt

Za Mx dobijamo izraz:
2
M:c:‘bi ﬂ(ﬁ'/!u‘)[é’ '55//51:} - Ci‘f‘f{pg:;y (111.95)

Za 1ljusku prjkazanu na sledec¢oj sl:.c1 nalazimo, uzimajudi V) =p
1 ¥ =10 .y/m3 1 F=2,1%107 kn/m?

—— 1l

T h=020 ch
| a=0m -' BT L
( 81. 47 )
o= 67598+10"" pe=3777<5

# #
Cy=-005417 £ Q( Cg——000267f;j£

My = Ha _ 16@05417 & (px)+ Qo0257 € w_:)/

Dijagrami ll}'iM.tprikazani su na (Sl. 43).

= o 0.032
wrmmj M:K [&Nm’/m']
o5 L 352 H500
8980
— 8,000
aA5% 2130
+ o046 8220
4.0
31,820
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4. Cilindriéna lijuska promenljive deblijine

ovde ¢e biti data primena autorovog metoda integral-
nih jednadina* na problem kruine cilindri¥ne ljuske &ija je
debljina promenlijiva duZ izvodnice.

Posmatrajmo cilindriéni rezervoar ukljesten u teme-
lje i sa gorrjim slobodnim krajem.

Ako uvedemo oznaku

P@/=Zﬂxj—% W, (IT1.96)
jednafinu (III .-66 ) moZemo prepisati u obliku

Cﬁ;(K%“,{)= 7(x) . (I11.97)

Ovu jednadinu moZemo shvatiti kao diferencijalnu jed-
nadinu za ugib grednog nosafa krutosti EJ'f‘(, a funkciju 70(33}
kao opteredenje toga nosafa. Vrednosti funkcije W se tada mogu

izraziti integralnom jedna&inom

4
W(xj=fb(:rf)f9(3:) d‘? , {ITT.98)

gde je bﬁCf)Green—ova funkcija jedna&ine (III .97 ) za granid&-
ne uslove

r=0 Me=0  Txe=0 ,

za neke druge graniéne uslove treba u svakom pojedinatnom slué-
aju izabrati odgovarajucu Green-ovu funkciju.
U ovom sludaju dijagram ove funkcije nije niSta drugo
do uticajna linija za ugib konzole promenljive krutosti EJ."W
u preseku X .
Unosedi izraz (IIT. 98 ) u jednadinu (III. 96 ) do-

*) N.Hajdin: Postupak za numerifko refavanje granifnih zadataka
i njegova primena na neke probleme teorijc elastié-
nosti. Zbornik Gradjevinskog fakulteta u Bcogradu,
4.,1958.
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bijamo integralnu jednacinu

Ryt Bl [ fipf)of=Zay .

vrednost odredjenog integqgrala u jednaéini (III . 99)
moZe se primenom nekog od nadina numeridke integracije izrazi-

ti putem vrednosti podintegralne veli&ine u odredjenom nizu ta-

&aka fﬁ%._-ﬁ?ﬁ”}i obliku:
;7 blx.fu)pFp)op

gde su /4 konstante koje zavise od postupaka numeric¢ke integ-
racije, a &itava jednadina napisati

P+ %é bﬁ‘o.'fﬂ)/o(ﬁ)dﬂ =2Z(x/) . (111.100)

Integralnu jednadinu (ITI . 99 ) odn. jednadinu (III .100) moZe-
mo zameniti sistemom linearnih algebarskih jednacina. rko u in-
tervalu (0,€ ) izaberemo niz taéaka{xm}'ﬂ‘ﬁfﬂ-ﬁkoje mogu ali ne
moraju da se poklapaju sa taEkama[ﬁ‘}, i stavimo Z=Xy, Mm=12.M
dobidemo:

i
Mz”')*%f@)%bf”m'@)ﬁfﬁ)% Z(wn),
m="12..M, (111.101)

Ako, jednostavnosti radi, stavimo
Plm)=Pm, folF,)-For ) Zem)=Zm ,
b&mz?ﬂ)=bmyf 5 é(x‘m)ﬂﬁm}
sistem jednaina (III -101) moZemo napisati:
Eh 4
ﬁn+zzm/%bmﬂ/0ﬂo{/, =Lm , m=1,2...M1r.112)

Putem pravouc aﬁne matrice 6=/_59] 2 dijagonalnih matrica
g E ') .
"‘/“[v"] i Fe a2/ = 72..M sistem jednaina (I11.102 ) moZe se

izraziti:

fi’-f-FéaZ}E-:Z 3 (TT1.103)
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gde su P i Z vektori sa Eoordinatamaﬁfi 2i (ﬂl =1,2,..M) a/a
vektor sa koordinatama F"

U sistemu jednadina (III -101) nepoznate su vrednos-—
= f}w ijé; ¢iji je broj jednak broju jedna&ina samoc u sludaju
kada je ﬂf_M a tadke Lm se poklapaju sa talkama f/"’ . U sva=
kom drugom sluaju brej nepoznatih vedi je od broja jedna&ina
sistema.

Vrednosti

Pife P Pq

1 gatim jednalinama, medjutim, moZemo linearno izraziti pomodu

P Pa Pm - foy

U opstem sludaju moZemo napisati

vrednosti

M
f‘%,=gﬁ/q.(—f7,¢ 3 /4-?',2.../"?

gde su /_/;k koeficijenti koji zavise od naZina interpolacije, pa
ée broj napoznatih u jedna®inama (III ,101) biti jednak broju
jednadéina.

Ako uvedemo matricu

Ln sz o Lm
L= /-11 ‘-/-22 i [-2#

LFH Lﬁ?&’ s LH—M

p=Lp,

pa umesto jednafina (III.103 ) dobijamo

f1+F5)p-Z (IT1.104)

gde jef jednadina matrica, a B=M Iz jednadine (III .104)
odredjuje se vektor £ .

bice

Iz nadjenih vredncstip(" na osnovu jedna&ine (IITI.104)
dobicemo: -
- (z—p) . (IIT.105)
Momente savijanija M_xprema izrézu (IIT . 64) dobidfemo diferenci-
ranjem jedna¥ine (III. 98 ) po parametru &



— TT =

[4
M-k =~ [ Ks*(z, 1)pipdp

gde je-Ké'?I,Fjuticajna funkcija za momenat savijanja odgovara-—
jufeg grednog nosafa. Primenom numeri&ke integracije,sli®no
kac i u slu€aju jednaline (III. 929 ), vrednosti momenata savi-
janja izrazidemo u matriénom obliku

Mx=_(/(547ﬁ2 (ITT.106)

gde je

(KBY)-(KphL | (k&) [lke]

i=712... M, J"7,2/?

Isto tako shodno jedna&ini (III.71b ) dobijamo i iz-
raze za transverzalne sile

T = =) == [ (K8, 5) bl

odnosno primenom numeridke integracije

T1=-ﬂ(57}0 ; (II1.107)

Uzmimo kao primer cilindriéni rezervoar visine£=5,0 m,
pre¢nika@ =10,0 m, sa jednim ukljeZtenjem a drugim slobodnim kr-
ajem. Debljina rezervoara neka je linearno promenlijiva (Sl. 49 )

0,20
=
: |
5 ) l h=0,40(1- x
s o .
& M |
0 -




Visinu rezervoara podelidemo na &etiri jednaka dela duiineS=l,25

m i odrediti uticajne linije za ugib konzole (s obzirom da je
Wio)=wio)=0 1 Kw'tt)=(kw')(t)=0 ) u tatkemaZm , m=1,2,3

1 4. Ordinate uticajnili linlja sra:nademo na nafin koji je u

Statici konstrukeija uchicajen £j. pomedu tzv. "elastiénih teZi-

na". Na (sl. 50)date su ordinate uticajnih linija, odnosno ele-

menti matrice & . radke F/( u kojima su :;raéunate ordinate

uticainih linija usvejene su na razmacima = —23- -

% 1 2 3 4 § 6 7 &
x,,,ﬁg ¥ 2 3 P
YL O0® 3OS o:oQoy
=t —
- =t t F b - Y
2 R S
. ‘—‘-——L;_l_‘__l
14

S0 By g g3 s
Mk © 5 & o = > 4 =
W , S s ESd e
- =TT 1]

13 o = .
g § # % 2 ¢ 3 %
g 2 F 3 8 g £ 3
& o 3 o ~ X A =
4 R g o F
EERE=Suy

( sl. 50 )

0,L108 0,3689 0.6546 0,9402 11,2258 1,5114 11,7970 2,0826

b :55 0,2441 0,5402 2,0046 3,2943 44,6267 5,9591 77,2916 &,6240
=]€; 0,37/3 11,5114 3,3889 5,9606 9,1164 12,6422 16,2395 19,8367
0,5105 2,0826 4,7732 86,6331 13,6739 19,8606 27,0553 24,9205

Numeriéku integraciju isvr8idemo primenom Simpson-ovog pravila.

U tom sluZaju matrica 00 ima ovaj oblik:

4
OZS 242

- 4

6 2y
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Ordinate nepoznate funkcidje Pre) u tadkama F/“' .
/‘4 =1,2,3...8 sracunademo iz ordinata funkcije ﬁ(@)u taZkama I
0,1,2,...4 putem interpolacije.
Za izradunavanije ordinata 52,?-1 smatracemo da je funk-
cijaf.] u intervalu SC,,,_,-('.Z'{.‘.Z‘h‘_siata kvadratnom parabolom odredje-

nom iz ordinataﬁm ’,pmi p . U tom slucaju dobijamo:
= w1

Paper =5 (3P +6 om= tmr) .

Vrednostf-ﬂ; neka je data kao ordinala parabole odredjene iz or-
dinata/»bj,,/’&zi./'bs:

s T

ﬂ%:E?-K%Sky——1cya +\§z%))
a ﬁ] izrazom:

=_ 1

Bz (-a+ém+ dm,)

Prema tome matrica Z je slededa:

15 =10 3 f
8
3 6 -1
L=L :
8 3 6 -1 >
8
-1 6 3

Tzvrsimo li potrebna mnozenjadZ dcbijame;
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15 -10 3
4
5 3 (3 -1
4
olL=—= 3 6 -1 ’
12 b
-1 6 3
2
L
zatim mnoZenjem i matricu B=b«LL:
5,1014  8,4608 23,8602  8,3304
g4 | 134361 29,3523 94,0739 34,4961
b= 21,8718 51,5125 200,4472 79,2755
12K, ,
30,3075 72,0330 320,5759 137,3320
L
B

Dijagonalna matricaF sa elementima ﬁn

F=5

@

IzvrSenjem operacija naznafenih u jednaéini

0,875

0,750
0,625

JA"

0,500

= je slededa:

=0,40 m

(III -104)

dobijamo konaéno sistem jednaéina iz koga odredjujemo koordinate

vektora P .

1,6811 11,1296 3,1856 11,1122 37,5
1,5376 4,3591 10,7659 3,9478 25,0
2,085§ 4,%126 20,1162 7,5603 f:)"'" 12,5
2,3123 5,4957 24,4580 11,4776 0,0
ReSenjem nalazime:

24,96

4.32

o= - 1,78 ?
= 3430

a iz jednad&ina (ITT.105) i

ugiba' W i normalne sile Nq‘

(IIT.65) neposrednc i vrednosti



My [ KN /m ]

14,33 14,33

! 27,57

Ve O s N —.g;é_" 22,85
SEh | 22085 ] €= 3 !

() .60 o 6,60

Ako sada, na isti natin kao §to smo formirali matricu formiramo
o, . . : P .. .
i matricu (KB) na osnovu uticajnih linija za momenat savijanja

u presecima Lo ,M=0, 1, 2, 3 1i 4,

16,0 48,0 1s,ﬂ

0
] 9,0 31,5 12,0

6

2| 2
(KB'?:-—é— 0 0 16,0 8,0

0

0

-0,5 3,0 3,5
0 0 0

i izmnoZimo sa vuktoromﬁ , dobidemo, na osnovu Jedna&ine (ITT.

106 ) vektor ‘M-:z- , odnosno vrednosti momenata savijanjaqu
tatkama (Lo, Ty, Xa, Xs { Tq )

Na 8l. 51 ¢at je dijagram momenata savijania J"'."'xi
normalnih sila [V . U tagki Xs i L2 uporedjeni su dobijeni re-
zultati sa rezultatima dobijenih putem metode konalnih razlika,
kao i sa taénim redenjem koje je u ovom specijalnom slucaju li-
nearne promene debljine mogude dobiti analitiZkim putem.

Presek 0 2

Taéno reSenije

KNm/m 41.6 T2
Prema ovem
postupku 42.9 Tiwl
KNm/m
Greska % 3.1 1.4

Dif.metodom

Ny [KN/m'] pri istoi 31.0 6.1
€ podeli KNm/m

Gredka % 25.4 15.3




TEORIJA SAVIJANJA ROTACIONE LJUSKE PRI
ROTACIONO SIMETRICNOM OPTERECENJU

Posmatrademo najjednostavniji na&in opteredenja ljuske
X=0 , Y=Y , =2

Pod pretpostavkom da i reaktivne sile imaju rotaciono
simetri¢an karakter, presedne sile Ny’& H Ml,ﬁ.,_paj. 7;9’bic5e Jed-
nake nuli, a ostale preselne sile samo zavisne od koordinate e

Za ovu vrstu naprezanija, kao sto je to kic sludaj i
kod bezmomentne teorije svi meridijani imaju ista pomeranja W~
iw i posle deformacije ostaju u svojoj ravni jer je kompo-

nenta pomeranja 4L jednaka nuli.

1. Uslovi ravnoteZe

Na elemenat ljuske, prikazan na (sl. 5Za ) deluju pre-

sefne sile Nsﬂ, N.d}- le, Mq?-i 7% kao i komponente opteredenia
i .

0d ukupno Eest uslova ravnotefec sila prikazanih na
(sl. 52a) samo tri uslova nisu identicki jednaka nuldl.

To su uslovi ravnoteZe projckeija svih sila na pravac
tangente meridijalne krive i na pravac normale na srednju povr§,
kao i suma projekcija svih momenata na pravac tangente na para-
lelan krug.

U uslov ravnoteZe projekcija svih sila na pravac tan-
gente na meridijalnu krivu kroz te¥ifte elementa ulazi priras-
taj sile N?/Fodi}‘

dﬁv@fo) o Roodls.

Isto tako €e, kao i u sludaju bezmomentne teorije pos-
tojati projekcija normalne sile Nq}(ldr? 3

Nog cooe By dp ol
I na kraju, transverzalne sile na stranama f’f i t%d?f’
nisu medjusobno paralelne i imaju projekciju na pravac tangente

na meridijalnu krivu (sl.52b ).
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Sabirajuci ove projekcije i komponentd opteredenia u

praveu tangente na meridijalnu kriwvu dobijame posle deljenja sa

dedis
Lﬂg’;@ — Ny Kycoste-Te Ko + Y RolRg=
'3
|
!
NeRide :
MaR.de TeE.de
&) NQR ds
B
E’lwf.-;g.@‘h_x']dild& 1
* i
|
E*'K'*dmwﬂ]d& [k ALl %\ .‘
\ \\w,a
™ ~?\

(II1.108)
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Projekcije membranskih sila N{"/ﬁd‘!y‘l N/&’/erd‘f

na pravac normale iste su kao i u slucdaju membranske tecrije tj.
Ne R clwdls N/ em@deds

Dodajuéi ovim é&lanovima prirastaj transverzalne sile i
opteredenje dobijamo posle delienja sa O/f’dq}

?

N Ko+ Ns K, sme + Ci%ﬁ)q_Zﬁ%/ﬁ-O
5 (ITT.109)

Tredi uslov ravnoteZe daje jedna&inu (sl. 52c)
o%(/"/@ﬁu )— Mo K5cos€- Te Ko Ay=0 111.110)

2, Deformacija lijuske

peformacija srednje povrfi opisuje se na isti na®in
kac i u sluaju membranske (bezmomentne) teorije.

Veze izmedju pomeranija i kompeonenata deformacija 64‘(
i 549’ date su izrazima:

Epo do_
E( )
Promena ugla nagiba tangente na meridijalnu krivuz.,

data je izrazom
-1 (Wd_w) (111.112)
Ry e

Komponente deformacija 6'5’*1 E tagkama izvan srednje

(IT1.111la,b)

povrSi odredjuju se primenom Kirchhoff-TLove-ove pretpostavke o
upravnosti normale, koju smo definisali na podetku izlaganja o
liuskama.

Shodno gornjej pretpostavei komponenta peomeranja taé-
ke B koja se nalazi na normali povufencj u tacki A srednje povr=
51 bide posle deformacije (sl. 53 ), zanemarujuéi velicine * =

R

prema jedinici:

= v—AZ (ITT.113)



- 85 -

Komponenta pomeranja W"*taéke izvan srednie povrgi je
prema pomenutim pretpostavkama jednaka pomeranju W odgovaraju-
e talke srednje povrsi.

Na osnovu jedna®ine (III.llla,B i unoseéi odgovarajuci

izraz ( 111, 113 ) za WU, dobijamo izraze za komponente deforma-
cija 6@ i 51}«
*
Ee=L_ Q’E - *) (III.114a,b)
1 b

»* 4’ ( &
6 — | U 8 -_ Wdf)
¥ (vl ,
odnosne, izraZeno preko komponenti pomeranja taéaka srednje

i (o),

povrii

(ITI.115a,b)

E&-—% (ucz?fe— w—Xzctge) |

Komponente deformaciija 6g i 6\9’ moZemo o¢igledno iz-
raziti i preko komponenti deformacija srednje povrEi i promene

nagiba tangente na meridijalnu liniju:
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E¢~(Ee - 2L )

5&:(&&_%‘30@"6}

(ITT.116a,b)

Sli¢no kao i kod ploa u izvesnim razmatranjima teori-
je 1ljuski uvode se deformacijske velidine kao 3to su promene
polupreénika krivine ﬁ? i f%;¢l§2%§ﬁﬁili promene krivine kodje
sc definidu kao razlika recipro®nih vrednosti odgovarajudih po-

luprefnika posle i pre deformacije.
Ry R overes nike krivi
Ako sa Ny 1 /\g obele¥imo polupreénike krivine posle

deformaciije onda se ove vrednosli s obzirom na karakter defor-
54 )

macije mogu izraziti na slededi nadin (sl.

R FE(1+Ee )t
de+A)

r e rdfe
T em(ern)

(IIT.117a,b)

1 _ 1 _smle+x) _ 1

TR T Rde



o ¢ . . il : . :
Zanewarujudi velifine ékfi ujé_ proma jedinisi 1 ima-
(-]

juéi na umu da je za male uglove

smd =%  cos¥=1T

dobdjamo:
mfngf%t %Z%E’ (I11.118a,b)
Hoo= %?é}gﬁ~%=%c@‘f
Izraze (TTLLl4ab) moZemo sada napisati i u obliku
Ep=Ep—Hpz (ITT.119%a,b)
Ep=Eg-dpz

3. Vezc izmediju prese®nih sila i deformacije

Primenom Hooke-ovog zakona dobijamo:

Gem 6 4023
1j%;zﬂ%6yf-LQE%)

(IIT.120a,b)

Na osnovu ovih izraza uz korigdenje jednalina (III.l113a,b)
i (ITI.11%ab) dobijamo za presefne sile Ng Mg

N?’= -El (5? +VES)
=EL s ivEe)

UnoSenjem izraza (IIT.111a,b i IT1.112) za Ce, 91 A putem po-
meranja nalazimo

T 1- v’[’ﬁ’_ W) Ud?t’ W)

(TIT:

(TTT.121a,b)

22a)
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= — o vetge-w)r % ““’)

(TTT.122h)
Momente savijanja ﬁﬁf i ﬁ%ﬂ—mcéemc sada na osnovu

(ITI119a,B)L(IIT120a;b] izraziti u obliku

hA
M?=/6°@za’z=r/r[9fg + Véfg)
~hie

4
M1g=/6f,pzo/z =—/\/(5‘!’1}+va) )

gde Jje kao 1 ranije

(ITII.123a,b)

- EhR
12 (1- V%)
Preko promene nagiba tangente na meridijalnu liniju

ﬁ. za momente saV1janja nalazimo

Me--K (L2 0’1 +u-%;cz3:<c)

M,g,:—-/((/g c£3f¢'+ﬁ, Zg‘)

Sistem jednafina koji smo postavili sastoji se od tri

(IIT.124a,b)

jednaéine ravnoteZe, &etiri veze izmedju presefnih sila i defor-
macija, tri veze izmedju pomeranja i deformacija, tj. ukupna

deset jednaéina, i iz njih se mogu odrediti sve nepoznate veli-
Einefvg’ NJ,M{# Mq} T‘é 6!:9. 6&,%,01

Za posebne oblike srednje povr¥i rotacione ljuske trase

se mahom pribliZna reSenja ovog sloZenog zadatka analitizkim 1ili
numerigkim postupcima.

Mi ¢éemo se u daljem ogranifiti na svernu liusku i pos-
matrati poseban slu&aj opteredenja: ljusku opteredenu rotacicno
simetriénim opteredenjem po konturi.

Ovaj zadatak ima svoj prakti®ni smisao, jer se kombina-
cijom ovog refenja i redenja prema membranskoj teoriii za rota-
cioni simetricno opteredenje YiZ dobija reSenje za sfernu ku=-
polu po teoriji savijanja za zadate grani&ne uslove,
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4. sferna kupola opteredecna silama po Konturi

Kao &to smo napomenuli pretpostavimo da je
X=Y=2Z=0
i dalje, posteo se radi o sfernoj kupoli
K=fK=a K,=asme
gde Je GLpolupreEnik sfere.

Jedna&ine ravnoteZe (ITII.108,10%,110) u ovom speci-
jalnom slucaju glase:

% - Tesne - N cos¥ =0

(Ve + Mg Jsimie + d;:;?f( =0

(ITI.125a,b,c)

.a%msm?)_ Ms azste — Tasm€=0

Cilj daljeg rada je da se pomenuti sistem jednadina
eliminacijom nepoznatih svede na &to manji broj diferencijalnih
jednaina kojima se definiZe problem.

Struktura ovih jedna&ina je takva da put eliminacije
koji na kraju dovodi do svega dve diferencijalne jednaline sa
dvema nepoznatim funkeijama 1,175.759 najprikladniiji za anali-
ti¢ko refenje problema.

Refenje takvog zadatka u kome se javljaju i deformaci-
je i sile kao nepoznate, cbi&no se naziva mefovitom metodom za
razliku od metode sile ili metode deformacije.

Prvu od dve diferencijalne jedna&ine dobidemo relat-
ivno jednostavno. Unesimo izraze (III.124a,b) za momente savija-
nja u treéi uslov ravnoteiZe (IIIL.125c).

Tada debijamo:

- g—[g;% _y(1+cly’e) 1 + velye %ﬁm{f
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_K [dR _ —y o
. d,(g+1)7(cz‘9‘e‘ Lctge - cos®

_ Jasm¥€=0

ili posle sredjivanja

a’/’l dz CZ?'E ;[_[])..Lc?.?sz).,e.ir_

0"6“ (TTT.126)

zZa postauljanje druge jedna&ine put eliminacije je
ne&to du¥i. Iskoristimo prva dva uslova ravnote¥e na taj natin
ito demo prvu jednadinu pomnoZiti sa &7 ¢ a drugu sa cos€ 1

sabrati. Tada posle skraéivanja dobijamo:

d%jsm?’ﬂL Nicosesme+ 2 T;fgrf) cos€

- Tsm*e=0

%%Z’iﬁ) & o/( Tsm@cose)=0

odnosno

iz Bega integracijom dobijamo:
___Tci\‘?‘f {1IL.127)

Iz drugog uslova ravnoteZe dobijamo sada:

Ny sme- [case + gg— &ne + [cos€=0

odnosno

N&=_% . (ITI.128)

Veliéine é‘? Y 649’ i X nisu medjusobnc nezavisne vred-
nosti, jer se izraZavaju preko dve komponente pomeranja v,
Veza izmedju ovih velidina predstavlia u izvesnom smis-
i1u uslov o poklapanju deformacija, i do njega demo dodi na sle-

deéi nafin. Na osnovu jednadina (IIT.11llab) moZemo napisati:
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(5@‘5&)65_7&%@8(—3%_ vety fc)

dEs -1 ;géﬁcj%?Qf__ v dw

de  a |d¢ sme” de ]
Oduzimanjem druge jedna&ine od prve nalazimo:
i L dES 1 (e, v du
(6? Eo)ege ??_a(uc@ ?"‘sm"t a?)
==Ji. L}4.EZ£§)
d_( ae »
odnosno
(é}—f,&)c@@-%”f= A . (II1.129)

Da prethodna jednafina predstavlia uslov kompatibilnos-
ti moZe se pokazati iz posmatrania deformisanog oblika sferne
kupole (sl. 55 ). Naime du¥ina elementa al?@fmeridijana koja
je posle deformacije jednaka QC/@(‘]’J-E:C)mora biti u skladu sa
novom duZinom polupre&nika /TZ paralelnog kruga.

Iz (sl. 55 ) proizilazi:

ade(1+E, Jcos(e+ X )= C/ﬁo (’H&})]
|

{ sl. 55 )
i dalje imajucéi na umu da je

'mslﬂ“-‘-'l snX =X

dobijamo:

a(ﬂ&gj(cosi’— Asme )= ZC?/@/E (1+Es)+ R, %’%&



.

Kako je ﬁe::aafW?dobijamo kona¥no jedna&inu ( ITI.129 )
Komponente deformacije fg i 5& izrazimo preko Hooke-

ovoqg zakona:

fv-é (/\/@ - z'Jf\/«Sl-)

(III.130a,b)

f&ngh—(N#ﬁ)/\/te)

Ppa iz (III.129) dobijamo:

Eh¥=— _2/%“‘9 + ))%/Aé‘g .f('f.;.u)ﬁ\/?._/;/&)cfy‘g (I1T.131)

UnoSenjem vrednosti (T1I1.127) i (1T1T.128 ) Za N'C i NJ’ putem
transverzalne sile 7“, dobijamo konaéno:

& PCh
L+ S dge + T(-G*)=EIT ,, ..,
Jednadine (III.126 ) i (III.132 ) predstavljaju diferencijalne
jednadine problema. '

Integracija ovih jednaéina drugog reda sa promenljivim
koeficijentima nije naZalost moguéa u zatvorenom obliku. ReZenije
ovog zadatka moguée Je, posle zamene nepoznatih svesti na hiper-
geometrijske diferencijalne jednadine i re¥iti putem redova. Me-
djutim, ovi redovi su slabo konvergentni, posebno za tanke ljuske.

Upotrebljiva refenja mogu se dobiti uprofdavanijem ovih
jednaina odnosno njihovim svodjenjem na dve jednostavne difer-

encijalne jednaline sa konstantnim koeficijentima,

5. Aproksimativno refenije

Kao 8to smo ved kod cilindri¢ne ljuske uo#ili ividno
opterecenje (rotaciono simetri&nog karaktera) svodi se na dva
ravnoteZna sistema, sistem momenata i radijalnih sila od kojih
svaki za sebe predstavlia ravnoteZni sistem sila. Uticaji izaz-
vani ovim opterecenjm brzo se priguSuju udaljavajuéi se od op-
teredene ivice, U vezi sa tim doprinos &lana prema 55— u

jednagini (III.126 ) je mali, a isto tako mali prema #la-

nu C_{?l' r pa se ovi &lanovi mogu zanemariti u odnosu na #lan



_93_

o/ ® .. ” 2 o

>3 Dod predpostavkom da C{? nije suviSe veliki odnosne ugao

Qéf suviSe mali. Drugim refima, ova zanemarenja nisu opravdana

za plitke ljuske ili za ljuske sa otvorom u temenu u zoni otvora.
Ako izuzmemo ove slufajeve jednadind ( III.126) moZe-

mo zameniti jedna&inom

de?

Na sliCan na&in i uz ista obrazloZenja mo¥emo jednaZinu ( ITI.

2
a1 +Ki?'7'=0, ¢ (III.133)

132 ) svesti na:

3;2@'7"- EhL=0. (ITT.134)

Eliminacijom Todnosno '}{ dobijamo jednacine:

j;’g f/) a® A=0 ' (ITI.135a,b)

a"’T a*
S EAK T=0

ZadrZimo se na redavanju poslednje jednadine jer, reSenije pret-

hodne je u svemu istc kao i refenje ove jednadine,
ObeleZimo sa * vrednost

x=VEBA-0Y)

tada se jednaéina (III 135b) moZfe napisati u obliku

d"i‘;'" +4‘;€.’7_ #) (III.136)

Pretpostavljajuéi refenje u obliku

Tmeft

i unose€i ga u jedna&inu dobijamo karakteristi®nu jedna&inu
7
riv4#i=0
¢iji su koreni
la=t(1+4)X | 1 =x(1-()%
pa je resSenje

7= W(C, COSHE 1 Co SIMXE )+ e WCsoosaee +Cysmace )

(ITI.137)
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Otigledno je da prv:. deo re¥enja prikazuije uticaije
koji rastu kada ? raste tj. od temena ka konturi kupole, a

drugi deo uticaja koji opadaju sa porastom ugla ¥ (sl, 56 )

Imajuéi na umu &injenicu da svi uticaji izazvani sila-
ma na konturi brzo opadaju udaliavajuéi se od konture, u izra-

zu (III.137 ) za Y moZemo zadrZati samo prvi deo refenja
L A 3
[C10053t’2f+t.25/n?{g) (ITT.138)

Za praktican proradun uticaja izazvanih silama na konturi pogod-
nije je ako umesto ugla e + kac nezavisno promenljive uvedemo
novu promenljiva &= of—¢ (sl.56 ) gde Jje o ugao koji zaklapa
normzla u tadkama konture sa osovinom rotacije.

Osim toga demo umesto konstanti Cf i Cz uvesti konstan-
tu C i ugaonu konstantu )]”. pa dobijamo:

T-:C'e-chos(}fw + }0) (ITT.139)

Lako je videti da izmedju starih i novih konstanti postoji sle-
deca zavisnost:

Cy= CE Cos(#x + )
Co= CE St +y)

(ITI.140a,b)

Da bi dobili i izr;zzerza presecne sile i ﬂ. sradunajmo prvo

de T e

izvode
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gg = ?(CG'MZEOSK&’U+ W)+ simfatw +.y:)7

=X V2 V_CG_”%/??(”"}’L # I) (III.141a)
d 7 Wz e Z\s—m(?fa)+ ‘f’f—?/ cos(&'c«ﬂt }V+l?]
-2x°e C_'S/-’Z f&’a)-ﬁ- y/) ‘ (ITI.141b)

Na osnovu jednadine (III.135a) dobijamo:

1=2§;ce 5/?7(?&«)1‘-7’} ,

i dalje

;:f— 2 £ 8 s:n{am+ ¥) - cos(Hw+ ',:// 2% fce Cos(¥u + Vs 2‘)

(III.142a,b)

a presecne sile N?, /V,‘} ' Mfg i M,} nalazimo na osno-

vu jednadina (ITI139, 141a,b, 142a.b)
-
Ne=-Ce™ "cty‘eaos(oew+ ¥)
7]
N&:—%VECG 5?2pr)+ BV+I) (I11.143a,b,c,d

M@-—-—j—ﬁ—CK 29( @95 9(a)+‘ff+77

a a/t’ a
odnosno
M{p= é’ COJ/&’Q) - P 77 (ITI.144A,b)

My ~— %’Qﬁ- & m (P + ¥)e DMy
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6. Sile na konturi sferne ljuske

Posmatrademo sada, sli¢no kao i u sluBaju cilindri&ne

ljuske, opteredenije ljuske radijalnim silaﬁa‘Xk='1 i momentima
Xzzf duz konture odredjene uglom CC (sl. 57)

za prvi slugaj opterecenja grani&ni uslovi su slededi:

et : (@, )= - sma |
(/V&);— cosod (I1I.145a,b,0)
(M?f)"' 0

Tredi uslov daje prema (ITI.144a)

%MS(VQZZ’: =0
v I
T »

a iz drugog uslova nalazimo:

odnosno

-Cctgel s = cosel

odnosno

C-— VQ—SM i
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Sa nadjenim vrednostima konstanti izrazi za presefne

sile za ovu vrstu cpteredenia su slededi:

Ti=-z. s;rza./e%éas/arm - ‘Z;" )
N, VZ st €™y e cos (e + %’: )

Nm-e.?_?ce'”%mcﬁcos?fw (III.146a,5,¢,d,8)
¥
Me=5=€ il s1mHe

~e
My= % e démadc@ 5?5/?;(9&0-;_%7:) +UMe

za X1 nalazimo:
2 - ;
1"=—2%VE€*%IWC£3/??/Z&J+%:) (ITI.147)

Za E“ Oépromena ugla tangente na meridijalnu liniju iznosi:
A y=-2 7 2snal
Eh :
Osim ove vrednosti za reSavanje granidnih uslova, i odredjiva-
nje vrednosti nepoznatih statikih velifina Xq i Xz treba od-
rediti promenu duZine polupre&nika /\p na konturi:

(Aﬂ)=6&4ﬂ=2%f;’;s/?7af) (ITT.148)
ar

pri emu je i ovde zanemarena vrednost T u odnosu na d

Za drugi slutaj opteredenja imamos

Cecl: (N )==Ccfpolcvse=0
(T)=Ceos¥=c

iz Eega proizilazi da je:

~E

(ITT.149a,b)
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i dalje:

()c"*cas Ll

odnosno
c 2
TR 3 4.5

%a preselne sile dobijamo:

7:; 29{8 SinHe)

Ny’ e Ciyi‘,"sm?(w

2;

Mgy= {T"‘f £% cosatw — srmten)
Mgf gam( SnHw + COSHw )

o~ (73
M,&2= —‘g-f—azfq&”caséf‘w + VMg,

Promena nagiba tangente na meridijalnu liniju iznosi:

S - Hew . (ITI.151)
2 V' é 005

Za "6-‘—'0{ dobijamo
--.._L
Lo==p%y .

Poveéanje polupreénika /ﬁ: iznosis

(A @Q)=679?/R__2 9(;5}2/??0./_ . (ITT.152)

(ITT.150a,b,c,d,e)
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7.Primer proraduna sferne ljuske sa prstenom oslonjene

po celoj konturi

Sferna ljuska sa sledeéim podacima lﬁ,(%d):zo,/azn,os m
(g1, 58) 1 of =45° opteredena je stalnim i korisnim rotaciono-
simetridénim teretom
Q =<9+;D = 2,5 kN/rn2
Dimenzije prstena su:
b =0,6m

d =0,6 m

Polupre&nik sfcre je:

Q= =28,28

smo( .

Usvaja se:

=3,0- 107 kN/m i VYV =0, pa je

= V& |/5(1-0%) - 28,572

Refenje zadatka nalazimo dekompozicijom sistema na
sfernu ljusku 1 prsten. U osnovnom sistemu na ljusku oslonjenu
u pravcu tangente na meridijalnu krivu deluje zadato opterede-

njc? i nepoznate sile (u generalisanom smislu): Xf i Xz (sl. 59)

1 q- as&ﬁ/m“
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Prsten napadaju aktivna sila Ng i nepoznate sile X'r
i Xz suprotnog smera (S1. 59 ) u odnosu na odgovarajude sile
koje deluju na ljusku.

ReSenje zadatka nalazime postavljanjem uslova kompa-
tibilnosti odgovarajudih generalisanih pomeranja za ljusku i

prsten:

5."X1 + 542 Xz-f‘ 51.9:0
Oea Xy + Oaz Xo + O20=0

gde, kao i u statici linijskih nosaZa étj predstavlja pomeranje
u praveu sile Xi usled dejstva sile )§=t a éﬁoodgovarajuée po-
meranje usled zadatog opteredenja. Pri tome u r:SLJ ulazi pomeranije
ljuske i prstena. Pomeranje je pozitivno ako se defava u smeru
usvojenom za silu Xi =1. '

Tako nalazimo na osnovu prethodne tadke (Sl. 57a) us-
lea X4 =1:

ES, =2 4’2&517?0{: 15449, 057

2
ES,=2 Lol - 17241,660

gde su sa indeksom I obelefene vrednosti koje se odnose na
15jusku.

Redukcijom sile X-r =1 na tefifte (81. 60) preseka
prstena dobijamo kao opteredenije prstena silu Xf =1 i jednakoc

podeljeni spoljni momenat

Mem-X1 L e

=712
| |
i |
I,_ RiaBos 6/2 #' [ Ri<Raté2 |
4 X1 i\ >x2=1 ;
Ay : K !
i
|
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Iz uslova ravnoteZe elementa prstena (Sl. 62):

Ndd+ R 'dé=0 | Md§-Mp Rds =0,

nalazimo normalnu silu i momenat savijanja prstena

Ne-F' | M-MeRi=-RiE

_ FRe R.
e

( 81l. 62 )
Dilatacije gornjeg ivi¢nog vlakna prstena data je

izrazom

odnosno

-1 e 4 /
fﬂf&f— bcf/E; bchEJ bC{J&D

i
Za pomeranje Eé:q tatke a prstena dobijamo kona&no, imajuéi na

umu usvejeni smer za silu Xf =1, promenu duZine po'lupreénikaﬂ
! éf 12
Eoy=-Kla=-5 K

odnosne

T 45 20,30%
Jﬂ = W“ 4578,7520

Cbrtanje poprenog preseka dobijamo kao razliku izmedju pomera-

nja taaka a i a” podeljenu sa visinom preseka d:

Efm o % = S22030° _ 11546, 940
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Treba primetiti da je ovo obrtanje suprotno smislu obrtanja mo-
menta Xﬁ =1 i zbog toga je negativno.

Usled dejstva momenta Xz =1 nalazimo na osnovu pret-
hodne tadke (sl. 57b)

ES, =2 XM _ 19247 860

A
£ ,___f 12a. _
o= 7 124~ 54987750 .
7a prsten dobijamo (sl. 61)
ES, X _SR*
yapvz: 17448, 940

EST- 1282 _ 25156,480
b

e;I I
Vrednosti Cgo i éio nalazimo iz reSenja prema bezmomentnoj teo-
riji (vidi tabelu I).

Eé:;=EA/f;=-9—l'fﬂ(mscz ) - 2858800

1+ cose
Ecg;‘: EXo=- %LQS/WG( =-T1846,%2

za prsten nalazimo

Wy~

0
76(2% s A

i dalje

ES m EAKy= %;05“/? L - 53526,580

dok je

Egi-a |
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z T
Sabiranjem é:/' + f§¢/=‘§¢j dobijamo:
Edjr=18,097:10° E0p=75774:10°  Edhy=95449x70°
Edp=-56,285x 10° EOz0=1,8686 x 10°

i uslovne jednatine

X4 Xz

é“‘ .

18,047 | 7,794

-38,586

10>/

7,794 | 757144

—1,4555

10°/E

Refenjem nalazimo:

Xy =2,084 kN/m'

X2 =-01565 kNm fon’

Superpozicijom dobijamo bilo koji uticai Zm u ljuski

Zm=z7n7X1 +Zsz2 +Zmo ;

gde je ij odgovarajudi uticai za J‘:f =1/ aZma uticaj u osnov-

nom sistemu,

Na S1. 63 wati su dijagrami Mg, Mg, T, Mps M

za analiziranu ljusku:

i

Mee [N fm’]
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Te Cxtym]

( S1. 63b )

Mo [N ]

( 51. 63c )







